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Vorwort

Sehr geehrte Kolleginnen und Kollegen,

mit der Verordnung zur Anderung der Ausbildungs- und Priifungsordnung fiir die Klassen 1 bis 10 der
allgemeinbildenden Schulen wird das Uberpriifungsverfahren am Ende der Klasse 10 der Gymnasien neu
geregelt. In § 80 der Verordnung heif3it es u.a.: ,,In der Klasse 10 dient die letzte Klassenarbeit in den Fa-
chern Deutsch, Mathematik, erste und zweite Fremdsprache der Uberpriifung, ob die Ziele der pidagogi-
schen Arbeit entsprechend den iiberregionalen Standards und den Anforderungen der Bildungspléne er-
reicht wurden.” Die Aufgaben fiir die schriftliche Uberpriifung werden durch die zustindige Behdrde
zentral erstellt. Sie orientieren sich an iiberregionalen Standards und den Anforderungen der Bildungspla-
ne fiir das Gymnasium.

Jeweils vor Beginn der Klasse 10 werden von der Behdrde fiir Schule und Berufsbildung die Inhalte ver-
offentlicht, die fiir die schriftliche Uberpriifung relevant sind.

In der vorliegenden Handreichung werden Beispielaufgaben vorgestellt, wie sie fiir die schriftlichen
Uberpriifungen in den 10. Klassen der Gymnasien im Jahr 2007 und den folgenden Jahren formuliert
werden. Die hier vorgelegten Aufgabenbeispiele korrespondieren mit den in den Bildungsstandards Ma-
thematik fiir den Mittleren Abschluss der KMK geforderten Kompetenzen, Anforderungen und Aufga-
benformaten; zum Teil sind auch Aufgabenbeispiele aus diesen Bildungsstandards {ibernommen worden.

Die Aufgabenstellungen beriicksichtigen die in den Rahmenplédnen Mathematik fiir die Sekundarstufe I
des Gymnasiums sowie die in den Bildungsstandards der KMK fiir den Mittleren Abschluss formulierten
Leitideen und Anforderungen. Dem Geist der Rahmenplidne folgend orientieren sie sich an den zentralen
Ideen (Leitideen), die die Inhalte verschiedener mathematischer Sachgebiete vereinigen und das mathe-
matische Curriculum spiralférmig durchziehen.

Zu jeder Aufgabe werden die erwartete Schiilerleistung beschrieben sowie Vorschldge fiir eine Punkte-
verteilung in den drei Anforderungsbereichen gegeben. Die Aufgaben enthalten verbindlich definierte
Arbeitsauftrage. Durch den Bewertungsschliissel werden u.a. die Voraussetzungen fiir eine ,,gute” und fiir
eine ,,ausreichende* Gesamtleistung beschrieben. Diese Definitionen dienen dem Ziel, mehr Verbindlich-
keit und Vergleichbarkeit zu schaffen.

In der Hoffnung, dass die vorliegende Handreichung hilfreich fiir Ihre Unterrichtsarbeit ist, wiinsche ich
Thnen und Thren Schiilerinnen und Schiilern eine erfolgreiche Vorbereitung auf die schriftliche Uberprii-
fung Mathematik in den 10. Klassen.

Den Mitgliedern der Arbeitsgruppe, die diese Handreichung erstellt haben, mochte ich sehr herzlich fiir
die geleistete intensive und zeitaufwendige Arbeit danken.

Werner Renz
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1 Liste der Arbeitsauftrage

Mehr noch als bei dezentralen Aufgaben, die immer im Kontext gemeinsamer Erfahrungen der Lehrenden
und Lernenden mit vorherigen Klassenarbeiten stehen, miissen zentrale Priifungsaufgaben fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler eindeutig hinsichtlich des Arbeitsauftrages und der erwarteten Leistung formuliert
sein. Die in den zentralen schriftlichen Priifungsaufgaben verwendeten Operatoren (Arbeitsauftriage) wer-
den in der folgenden Tabelle definiert und inhaltlich gefiillt. Entsprechende Formulierungen in den vo-
rausgehenden Klassenarbeiten sind ein wichtiger Teil der Vorbereitung auf den Realschulabschluss.

Neben Definitionen und Beispielen enthélt die Tabelle auch Zuordnungen zu den Anforderungsbereichen
I, I und M, wobei die konkrete Zuordnung auch vom Kontext der Aufgabenstellung abhdngen kann und
eine scharfe Trennung der Anforderungsbereiche nicht immer moglich ist.

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Dieses Niveau umfasst die Wiedergabe und direkte Anwendung von grundlegenden Begriffen, Sitzen
und Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholenden Zusammenhang.
Anforderungsbereich Ill: Zusammenhange herstellen

Dieses Niveau umfasst das Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kenntnisse, Fertigkeiten und Fa-
higkeiten verkniipft werden, die in der Auseinandersetzung mit Mathematik auf verschiedenen Gebieten
erworben wurden.

Anforderungsbereich lll: Verallgemeinern und Reflektieren

Dieses Niveau umfasst das Bearbeiten komplexer Gegebenheiten u.a. mit dem Ziel, zu eigenen Problem-
formulierungen, Losungen, Begriindungen, Folgerungen, Interpretationen oder Wertungen zu gelangen.

Arbeitsauftrage

ohne Losungsweg.

und Anforderungs- | Definitionen Beispiele

bereiche

Angeben, Formulierung eines Sachverhaltes, Aufzah- | Gib an, wofiir die Variable m in der Gera-
nennen len von Fakten etc. ohne Begriindung und | dengleichung y = mx + b steht.

Nenne ein Beispiel, in dem lineare Funkti-
onen in der Realitét auftreten.

Auseinandersetzen
l-m

Kreativer Prozess, mindestens auf dem
Anforderungsniveau II.

Setze dich mit den AuBerungen der Schii-
lerinnen und Schiiler auseinander.
(z.B.: Aufgabe 11, Bildungsstandards)

Begriindungszusammenhang herstellen.

Auswahlen Ohne Begriindung aus mehreren Angebo- | Wihle ohne Hilfe des Taschenrechners

1 ten eines auswéhlen diejenige Zahl aus, die dem Wert von
4199 am nichsten kommt.

Begriinden Fiir einen angegebenen Sachverhalt einen | Begriinde, warum der abgebildete Graph

die Situation nicht richtig beschreibt.

Begriinde, warum eine quadratische Glei-
chung hochstens zwei Losungen hat.
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Arbeitsauftrage
und Anforderungs-
bereiche

Definitionen

Beispiele

Berechnen
I-1l

Ergebnis von einem Ansatz ausgehend
durch nachvollziehbare Rechenoperationen
gewinnen.

Die Wahl der Mittel kann eingeschréankt
sein.

Berechne ohne Benutzung des Taschen-
rechners den Wert des Ausdrucks 2° + 3%

Beschreiben
-l

Darstellung eines Sachverhalts oder Ver-
fahrens in Textform unter Verwendung der
Fachsprache. Es sollten hierbei vollstindige
Satze gebildet werden; hier sind auch Ein-
schrankungen moglich (Beschreiben Sie in
Stichworten).

Beschreibe, wie sich 4 dndert, wenn x
groBer wird.

Beschreibe, wie man den Flacheninhalt
dieser Figur bestimmen kann.

Bestatigen Eine Aussage oder einen Sachverhalt durch | Bestitige, dass in diesem Fall die Wahr-
11l Anwendung einfacher Mittel (rechnerisch | scheinlichkeit unter 10 % liegt.
wie argumentativ) sichern.
Bestimmen, Darstellung des Losungsweges und Formu- | Bestimme die Lésung der Gleichung
ermitteln lie.rung des Ergfebnisses. DieﬂWahl der Jx+x=12.
- Mittel kann frei, unter Umstdnden auch . Lo )
eingeschrinkt sein. Bestimme die Losung der Glelchung
3x — 5 = 5x + 3 durch Aquivalenzum-
formungen.
Bestimme grafisch den Schnittpunkt.
Beurteilen Zu einem Sachverhalt ein selbststdndiges | Beurteile, welche der beiden vorgeschla-

Urteil unter Verwendung von Fachwissen
und Fachmethoden formulieren.

genen Funktionen das urspriingliche Prob-
lem besser darstellt.

Beurteile die Diskussion von Yildiz und
Sven.

Entscheiden
-1

Bei Alternativen sich begriindet und ein-
deutig auf eine Moglichkeit festlegen.

Entscheide, mit welchen der vorgeschla-
genen Formeln man das Volumen des
abgebildeten Korpers berechnen kann.

Entscheide, welcher Graph zu welcher
Funktionsgleichung gehort.

Erganzen, vervoll-

Tabellen, Ausdriicke oder Aussagen nach

Ergénze die fehlenden Werte.

standigen bereits vorliegenden Kriterien, Formeln Vervollstindige die Tabelle.
| oder Mustern fiillen.
Erstellen Einen Sachverhalt in iibersichtlicher, meist | Erstelle eine Wertetabelle fiir die Funktion.

fachlich iiblicher oder vorgegebener Form
darstellen.

Erstelle eine Planfigur.

Interpretieren
1-11

Die Ergebnisse einer mathematischen
Uberlegung riickiibersetzen auf das ur-
spriingliche Problem.

Interpretiere: Was bedeutet deine Losung
fiir die urspriingliche Frage?

Interpretiere die Bedeutung der
Variablen d vor dem Hintergrund des
Problems.

Konstruieren
-1

Anfertigung einer genauen Zeichnung,
wobei die einzelnen Handlungsschritte
einem mathematischen Konzept folgen,
was in der Zeichnung erkennbar ist.

Hilfsmittel werden benannt, miissen aber
gegebenenfalls nicht alle verwendet wer-
den.

Konstruiere mit Hilfe von Zirkel und Line-
al die Mittelsenkrechte der Strecke AB .
Konstruiere mit Hilfe des Geodreiecks ein
Dreieck ABC mit a=25°, ¢c=4cm, h. =
1,5 cm.
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Skizzieren Grafische Darstellung der wesentlichen Skizziere den Verlauf des Graphen.
11l Eigenschaften eines Objektes, auch Frei- | Skizziere die Figur, die im Text beschrie-
handskizze mdoglich. ben wird.
Vergleichen Nach vorgegeben oder selbst gewéhlten Vergleiche Umfang und Flacheninhalt der
n-m Gesichtspunkten Gemeinsamkeiten, Ahn- drei Figuren.
lichkeiten und Unterschiede ermitteln und
darstellen.
Zeichnen Sorgfiltige Anfertigung einer grafischen Zeichne den Graphen der Funktion.
1 Darstellung.
Zeigen, Eine Aussage, einen Sachverhalt nach Zeige, dass das betrachtete Viereck ein

nachweisen
]}

giiltigen Schlussregeln, Berechnungen,
Herleitungen oder logischen Begriindungen
bestitigen.

Drachenviereck ist.

Zuordnen
|

Ohne tiefer gehende Erlduterung eine Ver-
bindung zwischen zwei Listen herstellen

Ordne die Fiillgraphen den Gefidflen zu.
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2 Aufgaben

Die folgenden Aufgabenbeispiele fiir zentrale schriftliche Uberpriifungen in den 10. Klassen der Gymna-
sien im Fach Mathematik werden in zwei Aufgabenformaten vorgestellt: Aufgaben, die ohne den Einsatz
des Taschenrechners bearbeitet werden sollen, und Aufgaben, zu deren Losung der Einsatz des Taschen-
rechners vorgesehen ist.

Die reine Arbeitszeit betrdgt 135 Minuten (3 Unterrichtsstunden), es sind insgesamt 100 Punkte zu errei-
chen.

Der Aufgabenteil 1 (Bearbeitung ohne Taschenrechner) ist in 45 Minuten, einem Drittel der zur Verfii-
gung stehenden Arbeitszeit, zu bearbeiten. Dementsprechend wird ihm etwa ein Drittel der Gesamtpunkt-
zahl zugeordnet (34 von 100 Punkten).

Fiir den zweiten Aufgabenteil II, der aus 3 Priifungsaufgaben besteht und bei dem der Einsatz des Ta-
schenrechners vorgesehen ist, stehen danach zwei von drei Unterrichtsstunden, also insgesamt 90 Minu-
ten (30 Minuten pro Aufgabenteil) zur Verfiigung. Dementsprechend werden ihm etwa zwei Drittel der
Gesamtpunktzahl zugeordnet (3-mal jeweils 22 Punkte = 66 Punkte).

Die Aufgabenbeispiele enthalten neben der Aufgabenstellung den Erwartungshorizont (die erwartete
Schiilerleistung) und Vorschlage fiir eine mogliche Bewertung.

Fiir die Bewertung der Gesamtleistung der schriftlichen Priifung gilt die folgende Zuordnungstabelle:

Erreichte Gesamtpunktzahl Bewertung

> 95 Punkte 1+

> 90 Punkte 1

> 85 Punkte 1-

> 80 Punkte 2+

> 75 Punkte —— ]
> 70 Punkte 2-

> 65 Punkte 3+

> 60 Punkte 3

> 55 Punkte 3-

> 50 Punkte 4+

> 45 Punkte . S
> 40 Punkte 4-

> 33 Punkte 5+

> 26 Punkte 5

> 20 Punkte S—

< 20 Punkte 6

Bewertungskriterien fiir die Noten ,,gut“ und ,,ausreichend*

Die Note ,,gut” (,,2°) kann nur erteilt werden, wenn mindestens 75 % der erreichbaren Gesamtleistung
erbracht wurden.

Die Note ,,ausreichend” (,,4) kann nur erteilt werden, wenn mindestens 45 % der erreichbaren Gesamt-
leistung erbracht wurden.
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2.1 Aufgaben, die ohne Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

2.1.1 Beispiel fiir eine Aufgabe im Teil 1

1. Notiere jeweils den Buchstaben der korrekten Losung in der letzten Spalte: Lésung S.89
Aufgabe a b c d Laos.

a) | 0,0045-2000=... 0,9 0,09 9 90
b) | 225min=...h 3,5 2,25 3,75 3,45
c)

—m=..cm 80 125 60 75
d| 5

3 = 75 % 40 % 62,5 % 67,5 %
e) | 2-x)-3+4x)=.. 6+4x—4x" |4x*+5x+6 | 6-1lx—4x" | 4’ —5x+6
f)

v
w
u=\v+w’ vi=w! —u w=u’ + u=\/v72+\/w2
u

Welche Gleichung gilt?
g) | Von vier Gefillen wird der

Rauminhalt bestlmm‘F. In 401 0.4 m* 400 cm® 4 dm?

welches passt am meisten

hinein?
h) | Addiert man zu einer Zahl

2£,soerhéltman81. 6l 5% 5l 5l

3 6 3 3 6 2

Wie heif3t die Zahl?
i)

_\/i = 3 4 8 9

J8

j) | 2"=128, n= 5 6 7 8
k) | Um welchen Faktor dndert

sich das Volumen eines ) 4 6 2

Wiirfels, wenn man alle
Seitenlédngen verdoppelt?
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Aufgabe

Los.

D

Der Winkel o hat die
Grofie 135°. Welcher
prozentuale Anteil der
Kreisflache wird durch
den Kreissektor
beschrieben?

25%

37,5%

45%

Zu welchem der angege-
benen Terme passt der
folgende Text?
Multipliziere die Summe
aus dem 5-fachen einer
Zahl und der Hdilfte der
Zahl mit 9 und subtrahiere
die Zahl.

9-(5x+£j—x
2

9.5x —ﬁ—x
(9-51)-

9-(5x+£—x}
2

In einer Startbox stehen
fiinf Rennpferde nebenei-
nander. Wie viele Moglich-
keiten der Anordnung gibt
es?

20

32

60

120

Vier Schiilerinnen arbeiten
paarweise zusammen, wie
viele unterschiedliche
Paare sind moglich?

p)

Der Preis eines Pullovers
ist um 40% reduziert wor-
den. Er kostet jetzt 42€.
Wie teuer war er vor der
Preisreduzierung?

25,20 €

58,80 €

70 €

105 €

10
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2. Gleichungen

Gib jeweils die Losungsmenge der folgenden Gleichungen an:

a) x-(x—2)~(2x+3)=0 b) ¥’ —6x=-5

c) 3 2 d) o123
x 16 4

3. Potenzen: Sehr groB und sehr klein

a) Nachfolgend siehst du einige sehr grofle bzw. sehr kleine Entfernungen. Trage sie in Zehnerpotenz-
schreibweise mit einer Ziffer vor dem Komma (wissenschaftliche Schreibweise) in die Tabelle ein.

Entfernung Wissenschaftliche Schreibweise
Entfernung Erde-Mond 384 000 km
Atomdurchmesser LIO m
10
Mittlere Entfernung Sonne-Jupiter 778,3 Millionen km
Entfernung, die das Licht in einem o L
Jahr zuriicklegt (1 Lichtjahr) 9 Billionen 461 Milliarden km

b) Der Durchmesser eines Atomkerns betrigt 10'* m. Wie viele Atomkerne muss man nebeneinander
1 . C .
legen, um den Atomdurchmesser von W m zu erhalten? Gib das Ergebnis in wissenschaftlicher

Schreibweise an.

c) Ermittle anhand des Ergebnisses in a) durch eine grobe Uberschlagsrechnung, welche Entfernung das
Licht in einer Woche zuriicklegt, und gib das Ergebnis in wissenschaftlicher Schreibweise an.

4. Flaichenbestimmung <—>

Bestimme einen Term fiir den Fldcheninhalt der Ia

grau markierten Figur in Abhéngigkeit von a und / — \
vereinfache ihn so weit wie mdglich. / \

11
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4. Fiillgraphen

Die beiden vorgegebenen Graphen beschreiben den Zusammenhang zwischen dem Volumen und der

Hohe des Fliissigkeitsstands in Gefdflen. Skizziere zu jedem Graphen eine Gefaliform, fiir die der vorge-
gebene Verlauf zutreffen konnte.

A A

Fiillhohe h
Fiillhohe h

[
»

»
»

Volumen V Volumen V

Mogliche Geféfiform Mogliche Geféfiform

12
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2.1.2 Weitere Beispiele fiir Teilaufgaben zum Priifungsteil 1

1. Teilbarkeit Losung S. 91

7,8,9und 110, 111, 112 sind Beispiele fiir Folgen mit drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen.

Entscheide, ob die Behauptungen a), b), ¢) fiir alle denkbaren solcher Folgen jeweils wahr oder falsch
sind:

a) In jeder solchen Folge gibt es eine Zahl, die durch 3 teilbar ist.
b) Das Produkt aller Zahlen einer solchen Folge ist durch 6 teilbar.
¢) Das Produkt aller Zahlen einer solchen Folge ist durch 4 teilbar.

2. Druckerei Losung S. 91
Eine Druckerei druckt unter anderem auch Postkarten und berechnet die Kosten fiir das Drucken von
Postkarten mit der folgenden Formel:

20000

n

+6.

Dabei ist n die Anzahl der zu druckenden Postkarten, K die Kosten pro Postkarte in Cent.

a) Die Firma erhélt einen Druckauftrag fiir (genau) 5 000 Postkarten. Berechne den Preis einer Postkarte
nach der angegebenen Formel.

b) Beschreibe, wie sich die Druckkosten fiir eine Karte dndern, wenn die Druckauflage steigt, also mehr
Karten gedruckt werden.

c) Entscheide, ob eine Postkarte 6 Cent kosten kann, wenn obige Formel als Berechnungsgrundlage
verwendet wird. Begriinde deine Antwort.

d) Interpretiere, welche Bedeutung in der angegebenen Formel die 6 (Cent) haben konnten.

3. Benzinverbrauch Losung S.92

Der Graph zeigt die Tankfiillung ¢i- | Benzinmenge
nes (extrem wenig verbrauchenden) | im Tank (in 1)

Pkws wiahrend einer Autobahnfahrt A

an. 60—

a) Gib an, wie viele Liter Benzin
beim ersten Tankstopp (nach 100 >0
km) gekauft wurden. 40—

b) Gib den Benzinverbrauch pro 100
km an, und zwar zwischen dem 30
ersten und zweiten Tankstopp.

¢) Auf welcher Teilstrecke ist der 20
Benzinverbrauch pro 100 km am
groBten? 10 T~

Begriinde ohne Rechnung mit
Hilfe des Graphen.

gefahrene Strecke

| >

| | | | | | ink
100 200 300 400 500 600 700 (inkm)

d) Berechne den Benzinverbrauch
pro 100 km fiir die Gesamtstrecke.

13



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufgaben Mathematik

4. Formel1

Die Rennstrecke eines Formel-1-
Rennens ist normalerweise nicht so
einfach wie nebenstehende Skizze, doch
die Skizze gibt das Prinzip wieder.

Zeichne einen Graphen, der die
Geschwindigkeit eines Rennwagens in
der ersten Runde in Abhéngigkeit von
der Zeit zeigt und begriinde den Verlauf
deines Graphen.

Losung S. 92

Start/Ziel

M 1

>

Geschwindigkesit

14

Zeit
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5. Fullgraphen 1 Losung S. 93

Nachstehend folgen einige Graphen, die einen Zusammenhang zwischen dem Volumen und der Hohe des
Flissigkeitsstands in Gefdflen beschreiben.

Nenne zu jedem Gefal} (a), (b), (¢), (d) einen der Graphen (A), (B), (C), (D), (E), (F), der den Zusammen-
hang zwischen Volumen und Hohe des Fliissigkeitsspiegels am besten beschreibt.

Begriinde deine Entscheidung jeweils kurz.

A B C
Héhe Hihe Héhe
=i} — -
Wolurmen Volumen Volumen
D & IL + 11
Héhe Hihe Hohe
Wolumen Volumen Wolumen

Und das sind die Geféale, die bis zum Rand gefiillt werden sollen:

(a) (b) (c) (d)

Ein Messbecher Eine Vase Eine Flasche Ein Parfiimflakon

Gefal3 Zugehoriger Graph Begriindung

a) Messbecher

b) Vase

c) Flasche

d) Flakon

15
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6. Filigraphen 2 Lésung S. 93

Jeder der abgebildeten Behélter wird gleichméBig mit der gleichen Wassermenge pro Zeiteinheit gefiillt.

BT B2 B3 B4 B5

Die folgenden Fiillgraphen geben die Hohe / des Wasserstandes in Abhingigkeit von der Offnungszeit ¢
der Wasserleitungen an.

0 | A I A N A \Y;
£ £ g
< < = £
£ £ = < ;
g I g S ———— > g
= : = = T - o '
:Q : 1 =) =
= ; - = :é
il | 1 - 1 1 - i 1 . ' 2
1 1 et 1 1 PR 1 1 ] T -
Zeit in min Zeit in min Zeit in min
A A
Vi
£ g
BN nn G s T
%] -}
= Diagramm zuBs: = 1
] - | 1 L
I - T T -
Zeit in min Zeit in min Zeit in min

a) Bestimme, welches Diagramm zu welchem der Behélter By, B,, B; bzw. B4 gehort.
Schreibe die Behélternamen an die zugehdrigen Diagramme.

b) Zeichne das entsprechende Diagramm, das die Fiillhohe des Behélters Bs in Abhéngigkeit von der
Fiillzeit beschreibt.

16
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7. Kegel, Kugel, Zylinder

Bereits Archimedes erkannte, dass die Volumina
von Kegel, Kugel und Zylinder bei gleichem Radi-
us und gleicher Hohe in einem ganzzahligen Ver-
haltnis stehen. Er fand das Ergebnis so schon, dass
er die Figur auf seinem Grabstein haben wollte.

Berechne die Verhiltnisse der Volumina.

8. Radrennfahrer

Lésung S. 94

r

Losung S. 95

Ein Radrennfahrer ist schon einige Zeit unterwegs und féhrt dann iiber einen Berg.

Skizziere den Geschwindigkeitsverlauf in Abhédngigkeit von der Horizontalentfernung s und begriinde.

. Hohe h

=

o

Geschwindigkeit v

Horizontalentfernung s

o

Horizontalentfernung s
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9. Der goldene Schnitt Losung S. 95

Zwei Strecken stehen im goldenen Schnitt zueinander, wenn sich
die kiirzere Strecke (a) zur langeren Strecke (b) so verhilt, wie
die langere Strecke (b) zur Summe der Strecken (a + b), d.h. fiir
die Strecken a und b gilt die Gleichung

a b a

b a+b’

Dieser goldene Schnitt findet vielfache Anwendungen, z. B. bei
der Gestaltung von Gebauden und Gegenstidnden, von Biichern b
usw., da diese dann als besonders dsthetisch empfunden werden.

a) Begriinde, dass die Gleichung a” + ab = b” zur obigen Gleichung Aquivalent ist.

b) Zeige, dass sich bei gegebenem b eine Losung fiir a durch

a= %(—1 +5 ) bestimmen l&sst.

10. Geblase Losung S. 96

dem Loslassen einen der moglichen Wege gehen.
Die Chance, nach rechts oder links abgelenkt zu
werden, betrégt jeweils 50 %.

Durch ein Geblise kann dies gedndert werden:
Dann wird eine Kugel in acht von zehn Féllen
nach rechts abgelenkt.

In der Anordnung rechts kann eine Kugel nach \‘

'/

a) Gib an, wie viele verschiedene Wege die
Kugel durchlaufen kann, um in das Fach B
zu gelangen.

b) Ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei abgeschaltetem Geblése eine Kugel in ein Fach mit
dem Namen £ fillt.

Jetzt wird das Geblése eingeschaltet.

¢) Es werden nacheinander 10 000 Kugeln fallen gelassen.
Ermittle die Anzahl der Kugeln, die man im Fach N erwarten kann.

d) Gib einen Zahlenterm fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Kugel in das Fach B fallt.

18



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufgaben Mathematik

11. Geraden Losung S. 96

Un

N

(98)

—_—

- ™

™
N
e

In der Abbildung siehst du die Graphen verschiedener Funktionen.
a) Gib jeweils die zugehorige Funktionsgleichung an:

Sx) =

glx) =

h(x) =

k(x) =

b) Zeichne eine Parallele zur y-Achse in das Koordinatensystem ein und gib die zugehorige Gleichung
an.

¢) Entscheide, ob es sich bei der Geraden unter b) um den Graphen einer Funktion handelt.
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12. Graphen zuordnen Losung S. 96

Gib an, welcher der aufgefiihrten Funktionsterme jeweils zu den Graphen A bis K gehort.

C i C I C
N /. V]
[i§ [i§ [i§ [i§ T [\[ i V . V / . \ l
/. \ . |
[ . \ . I
/ \
C \ C \[ / C
)
T 1\ / |
. |
[y [y [y [i'§ iy \ L L L L L L L L L L l
| | 1
1 . .
1 /
C I A\ C
) |
1
\\ I
[y [y [y [y l[\ L L L L L L — ’\ /\ :\ L i /\
W . Vi Y AVALVAR VRN
N i .
s/ . .
Funktionsterm x> =2 3x° —4x-3 -2x7 —%xz +2x-1| (x=2) x* -3
Zugeh. Graph
. 1 1 1 1
Funktionsterm xt=3 x> —4 —43 — -——43
X X x+4 X
Zugeh. Graph
Funktionsterm 2% (l) (l) +1 sinx sin4x CoS X
2 2
Zugeh. Graph
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13. Besondere Werte der trigonometrischen Funktionen

Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck.

a) Begriinde, dass die angegebenen
WinkelgroBen korrekt sind.

b) Zeige mit Hilfe des Dreiecks:

e sin30°=

e sin60°=

c) Begriinde, fiir welchen Winkel «
(0°<a<90°) gilt:

1
cosa = —.
2

14. Wiirfel und Miinze

Es wird ein Wiirfel mit nebenstehendem Netz

einmal gewlirfelt.

AnschlieBend wird eine Miinze (Wappen oder
Zahl) so oft geworfen, wie der Wiirfel anzeigt.

Zeichne ein Baumdiagramm und bestimme die
Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

e genau einmal Zahl

e mindestens einmal Zahl

e keinmal Wappen

15. Martins Gliicksspiel

Martin hat fiir seine Freunde ein Gliicksspiel vor-
bereitet und dazu einen Wiirfel und drei mit Béllen
gefiillte Vasen mitgebracht (siche Abbildung).

Er vereinbart folgende Regeln:

Erst muss man wiirfeln, anschlielend zieht man
eine Kugel aus einer der Vasen. Bei einer Eins
zieht man aus Vase 1, bei einer geraden Augenzahl
aus Vase 2, sonst aus Vase 3.

Gewonnen hat man, wenn man eine dunkle Kugel
zieht.

Er verlangt 1 € Spieleinsatz und zahlt bei Gewinn
den Einsatz und 1 € extra zuriick.

Lésung S. 97

Losung S. 97

Losung S. 98

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, zunichst eine Eins zu wiirfeln, dann eine helle Kugel zu ziehen.

b) Entscheide, ob Martin auf lange Sicht bei seinem Gliicksspiel Gewinn macht.
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16. Berechnung im Dreieck

Lésung S. 98

In einem beliebigen Dreieck ABC ist die Hohe /4 zu berechnen. Genau 2 der folgenden 5 Gleichungen
sind zur direkten Berechnung von % geeignet. Kreuze die beiden Gleichungen an.

L] h=\/la, -a,

O 0O 0O 0
T

17. Schiefe Ebene

Lésung S. 99

In einem Experiment im Physikunterricht rollt eine Kugel eine schiefe Ebene herab und beschleunigt

dabei gleichmidfBig. Welchem Graphen entspricht die Bewegung der Kugel? Begriinde kurz.

Graph 1 Graph 2 Graph 3
»+ Geschwindigkeit 1 Geschwindigkeit h Geschwindigkeit
Zeit Zeit Zeit
18. Flachen Lésung S. 99

Der Kreis hat einen Radius von 3 cm und ist in vier
gleichgroBe Sektoren unterteilt. In jedem der Sek-
toren ist noch ein Viertel eines Kreisbogens (Kreis-
radius ebenfalls 3 cm) eingezeichnet.

Gib einen Term fir den Gesamtfldcheninhalt der
grau unterlegten Fldchen an.

Hinweis: Das Ergebnis kann mit minimalem Re-
chenaufwand bestimmt werden.
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19. Graphen Lésung S. 99

Wihle zu jedem auf der nachfolgenden Seite skizzierten Funktionsgraphen den zugehdrigen Funktions-
term aus. Trage dazu den Buchstaben des Graphen unter den zugehoérigen Term in die Liste ein (es miis-
sen also noch Felder frei bleiben).

Ay \ QA.V
Al X \\ R
» \\t
-1 - 1 3 [
[
Q‘\ y\ q‘\ y
) D .
~———
—\ :
5 5
) ” 2 1 3
Ay Ay
2 \ o}
N
//\ /\ N >
ViRV BEL
. . . 2, 5, 5 5
Funktionsterm sinx sin3x —gx —Ex —(x+1) —x“+2
Zugeh. Graph
3 2 1 1 * *
Funktionsterm | —-x+1 | ——-x+1 —+1 - 2 3
2 3 x x+2 3 2
Zugeh. Graph
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20. Interpretation von Graphen

Lésung S. 99

Gib an, ob eine der folgenden Sportarten einen Graphen wie diesen liefern konnte, und begriinde

deine Wahl ausfiihrlich und moglichst exakt:

e Angeln,

e Fallschirmspringen,
e 1000-m-Lauf,

e Stabhochsprung,

e Wasserski.

21. Graphen

Gegeben seien die Funktionen f, g
und A mit f(x)=x", g(x)=—x
und h(x)z%/;, xeR.

In der nebenstehenden Darstellung
ist der Graph einer dieser Funktionen
zu sehen.

a) Gib an, welche Funktion grafisch

dargestellt ist.

b) Skizziere die Graphen der beiden
anderen Funktionen in das gege-
bene Koordinatensystem.

¢) Beschreibe kurz, welche Bezie-
hung zwischen den Funktionen 1’
und /4 besteht.

d) 3 Schiiler einer Klasse konnen Aufgabe 3a lediglich durch pures Raten bearbeiten.

Geschwindigkeit

Zeit

Lésung S. 100

r

r

i

r

i

r

i

i

X

HEHHHHHHH

Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle drei diese Aufgabe richtig beantworten.

24



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufgaben Mathematik

2.2 Aufgaben, die mit Hilfe des Taschenrechners bearbeitet werden

Idee der Zahl und des Messens

1. DIN-Formate Lésung S. 101

In dieser Aufgabe geht es um die vom Deutschen
Institut fiir Normung (DIN) festgelegten Papier-

formate der Reihe A.
A3J
Wie die Formate miteinander zusammenhéingen,

zeigt die nebenstehende Abbildung. Das grofite
Rechteck stellt das Format A2 dar.

a) Eine DIN-A3-Seite soll mit einem Fotokopierer A5
auf DIN-A6-Format verkleinert werden.
Gib an, welchem Flachenverhiltnis das ent- Ad
spricht und begriinde deine Angabe.

A6 AG

b) Eine Vorlage im Format DIN-AS soll mit einem
Fotokopierer auf den vierfachen Flacheninhalt
vergrofert werden.

Gib an, welchem DIN-Format die VergroBe-
rung entspricht.

¢) Das groBte Blatt der Reihe A hat das Format DIN-AQ. Es soll auf DIN-A6-Gro3e gefaltet werden.
Berechne, wie viele Lagen Papier am Ende iibereinander liegen.

d) Die Kantenldngen jedes DIN-A-Blattes verhalten sich zueinander wie J2: 1. Ein DIN-A0-Blatt hat

eine Fliche von 1 m”.
Berechne die Seitenlédngen eines DIN-AO- und eines DIN-A4-Blattes in mm.

e) Ein DIN-A3-Blatt soll mit einem Fotokopierer auf DIN-A4-Format verkleinert werden. Berechne, auf
wie viel Prozent die Anzeige des Fotokopierers eingestellt werden muss.
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Idee der Zahl und des Messens

2. Autokauf Losung S. 102

Beim Kauf eines Autos stellt sich oft die Frage, ob man ein Fahrzeug mit einem Benzin- oder mit einem
Dieselmotor kaufen soll.

Schaut man sich die Kosten an, die in einem Jahr entstehen, so kann das eine Hilfe bei der Auswahl zwi-
schen einem Benzin- oder Dieselmotor sein.

Eine Autozeitschrift gibt fiir einen bestimmten Autotyp folgende Zahlen an:

Auto mit Dieselmotor

2770,80 €

Auto mit Benzinmotor

2291,40€

jéhrliche Festkosten*)

durchschnittlicher Kraft-
stoffverbrauch auf 100 km

6,8 Liter 5,3 Liter

*) Festkosten sind z. B. Steuer, Versicherung, Olwechsel, Reparaturen

a) Im November 2004 kostete 1 Liter Benzin 1,19 € und ein Liter Diesel 1,05 €.
Fiille die folgende Tabelle aus.

N Benzinmotor: w Dieselmotor: w
jahrlich gefah- Shrliche Kraft- jahrliche Gesamtkos- shrliche Kraft- jahrliche Gesamtkos-
rene Strecke J s togﬂfos ten ten (Kraftstoftkosten J S tO(f:ﬂ;)s ten ten (Kraftstoftkosten +
+ Festkosten) Festkosten)
10 000 km
20 000 km
30 000 km

b) Berechne, wie viel Geld beim Vergleich der Gesamtkosten bei einer jéhrlichen Fahrleistung von
30 000 km mit einem Dieselauto pro Jahr gespart werden kann.

¢) Berechne, ab welcher jéhrlichen Fahrleistung ein Dieselfahrzeug niedrigere Gesamtkosten hat als ein
Benzinfahrzeug.

d) Ein Neuwagen mit Benzinmotor kostet 17 275 €, ein Neuwagen mit Dieselmotor ist teurer und kostet
18 350 €.
Herr Timm will sich einen neuen Dieselwagen kaufen. Pro Jahr fahrt er durchschnittlich 30 000 km.
Berechne, nach wie vielen Jahren Herr Timm die Mehrkosten ungefahr ausgeglichen hat.

e) Bei solchen Wirtschaftlichkeitsberechnungen spielt weiterhin der Wiederverkauf eine entscheidende
Rolle, denn iiblicherweise gibt man beim Kauf eines neuen Autos ein gebrauchtes in Zahlung.
Bei den hier betrachteten Autos kann man davon ausgehen, dass beim Verkauf nach drei Jahren der
Wagen mit Benzinmotor 9 700 € bringt, der Dieselwagen 10 400 €.
Beschreibe, wie dies die Uberlegungen von d) dndert und zu welchen Ergebnissen Herr Timm kommt,
wenn er den Wiederverkauf mit einbezieht.

f) Herr Timm hat vor genau drei Jahren 12 000 € auf ein Konto mit einem Zinssatz von 2,7 % eingezahlt.
Bestimme, wie viel Geld Herr Timm noch dazulegen muss, um sich jetzt einen neuen Dieselwagen
kaufen zu kdnnen. Er gibt {ibrigens kein gebrauchtes Auto in Zahlung.
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Idee der Zahl und des Messens
3. Computergrafik

Man kann mit einfachen (mathematischen) Mitteln faszinie-
rende grafische Effekte erzielen.

In der nebenstehenden Figur wurde ein Quadrat 36-mal
jeweils um einen festen Winkel o — hier 5° — weitergedreht,
und die Seite wurde immer um denselben Faktor so ver-
kiirzt, dass das gedrehte Quadrat gerade in das vorherige
hineinpasst.

a) Wenn a = 45°, sind die Verhéltnisse noch sehr {iber-
sichtlich: Das Anfangsquadrat habe die Seitenldnge
s =2 m.

e Bestimme die Seitenldngen der Quadrate nach der
ersten und nach der zweiten Drehung, also die Sei-
tenlédngen der beiden inneren Quadrate.

Es ist:
Neue Seitenldnge = Verkleinerungsfaktor f - vorherige Seitenldnge

e Begriinde, dass der Verkleinerungsfaktor f* bei

beiden Drehungen den Wert ﬁ hat.
2
Nun sei die Winkelgréfe von o nicht mehr 45°, sondern
beliebig. s sei die Seitenldnge des Ausgangsquadrates.

b) Gesucht ist die neue Seitenldnge x.
Man erkennt: s=a+b.

¢ Begriinde damit folgenden Zusammenhang:
s=x-(sino+cosa).

e Bestimme die nach x umgeformte Gleichung und gib
den Verkleinerungsfaktor /" an.

Sei o nun 5° wie in der ersten Grafik oben rechts.

e Bestimme den Verkleinerungsfaktor f* fiir o = 5°
und zeige, dass f =0,923.

Die Ausgangsseite s habe wieder eine Linge von 2 m.

e Bestimme den Flacheninhalt des 36. gedrehten
Quadrats (fiir o = 5°).

Losung S. 103

45°

45°
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Um noch interessantere Effekte zu erzielen,
kann man statt eines Quadrates ein regelméa-
Biges Vieleck entsprechend drehen und ver-
kleinern. Dies soll jetzt mit einem regelma-

Bigen Fiinfeck geschehen.

c) Begriinde zuerst, dass das Maf} der
Innenwinkel y (Winkel zwischen zwei
benachbarten Seiten) eines regelméBigen
Fiinfecks jeweils 108° betrégt.

d) Man sieht hier Teile eines Ausgangsfiinf-
ecks (dick) und Teile des verkleinerten
gedrehten Fiinfecks (diinn).

a sei wieder der Drehwinkel.

e Esgilt wieder: s=a+b.
Begriinde damit und mit Hilfe des
Sinussatzes, dass die folgende Bezie-

hung gilt:
sin 108°
X=—"—"""""78
sin o + sin 3

Es sei nun wieder o = 5°.

e Begriinde, dass der Verkleinerungsfaktor f fiir oo = 5° etwa 0,9438 betragt

e Bei ciner Drehung verkleinert sich der Flicheninhalt um den Faktor £ ~0,8908 .

Bestimme die Anzahl der Drehungen, die nétig sind, damit der Flacheninhalt des letzten Fiinfecks
erstmals kleiner als 10 % des Flacheninhalts des Ausgangsfiinfecks ist.
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Idee der Zahl und des Messens

4,

a)

FuBbalifeld Losung S. 106

Die MaBe eines FuBBballfeldes miissen nicht iiberall gleich sein. Die Regel besagt lediglich:

,, Fiir internationale Spiele soll die Linge mindestens 100 m und hochstens 110 m betragen. Die Breite
soll mindestens 64 m und hochstens 75 m betragen. *

Berechne, um wie viel Prozent die maximal mogliche Spielfeldfléche groBer ist als die kleinstmogli-
che Fliche.

b) Die jeweiligen Abmessungen der Torbreite und des Strafraumes sind der Skizze zu entnehmen.

d) Der Stiirmer Jiirgen befindet sich im Punkt J (siehe

Eine weitere Regel besagt:

., In jedem Strafraum, 11 m vom Mittelpunkt der Torlinie zwischen den Pfosten und gleich weit von
beiden Pfosten entfernt, ist der Elfmeterpunkt E. Von jedem Elfmeterpunkt aus ist ein Teilkreis mit
9,15 m Radius aufserhalb des Strafraumes zu ziehen. *

Der Grund fiir diese Markierung besteht darin, dass beim Strafstof3 (Elfmeter) alle Spieler (auBer dem
Schiitzen und dem Torwart) auf3erhalb des Strafraums und mindestens 9,15 m vom Ball entfernt sein miis-
sen. (Diese Verhéltnisse sind — nicht maf3stabstreu — in der folgenden Skizze dargestellt.)

16,50 m
C
Tor,
Breite L D ] .
732m E
16,50m B
A

Zur Markierung des Teilkreises ist es fiir den Platzwart niitzlich, die Lange der Strecke AB (von der
Strafraumkante bis zum Schnittpunkt mit dem Kreis) zu kennen.

Bestimme dazu zuerst die Lange der Strecke BC (zur Kontrolle |BC | =14,62 m).
Berechne anschlieBend die Lange der Strecke AB.

Fiir abprallende Balle nach einem Strafsto3 (Elfmeter) ist es fiir die iibrigen Spieler wichtig, moglichst
dicht am Tor zu stehen.

Entscheide, ob es vom Punkt B oder am Punkt D, dem Mittelpunkt des Kreisbogens (siehe Skizze),
dichter zum Mittelpunkt der Torlinie ist.

Torbreite|

Skizze) und schie3t auf das leere Tor. Trotzdem 732m
schief3t er daneben. Zur Beurteilung der Situation soll

im Nachhinein der Schusswinkel & — bezogen auf die

Torbreite — berechnet werden. Bestimme den Schuss-

winkel o.
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Idee der Zahl und des Messens

5. Wassertank Losung S. 107
2,0 m
In der nebenstehenden Abbildung ist ein \
Wassertank dargestellt. ‘
(Abbildung nicht mafstabsgerecht) _/ .(
4,5 m
// \ 6,0 m

L

a) Der zylinderformige Teil des Tanks soll von auflen einen neuen Anstrich erhalten.
Berechne, wie viel Liter Farbe man braucht, wenn 1 Liter fiir § m” ausreicht.

b) Berechne durch Uberschlag das Gesamtvolumen des Tanks und kreuze an.
Beschreibe, wie du vorgegangen bist.

Q s5m a 15
Q 35m Q 45’

¢) Der spitze Teil des Tanks wird bis zu seiner halben Héhe mit Wasser gefiillt.
Berechne, wie viele Kubikmeter Wasser der Tank enthilt.

d) Der leere Tank wird gleichmaBig mit Wasser gefiillt.
Gib an, welcher der folgenden Graphen zeigt, wie sich die Hohe des Wasserspiegels mit der Zeit én-
dert. Begriinde deine Entscheidung.
Begriinde fiir die anderen Graphen, warum sie nicht die Anderung beschreiben.

Hohe A Hohe B Hohe C

Zeit Zeit Zeit
Hohe D Hohe E

Zeit Zeit

30



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufgaben Mathematik

Idee der Zahl und des Messens

6. Dreieck Losung S. 108

Die Abbildung zeigt ein gleichschenkliges Dreieck ABC. Die Strecke DE ist parallel zur Strecke AB.

C

A

12 cm

a) Berechne die Winkelgrofen von o und y.
b) Zeige, dass das Flachenverhiltnis der Dreiecke DEC und ABC den Wert 1 : 2,25 hat.
¢) Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks DEC.

d) Begriinde, dass das Viereck ABED ein spiegelsymmetrisches Trapez ist, und berechne seinen Flidchen-
inhalt.

e) Der Kreis K hat D als Mittelpunkt und 1duft durch B.
Entscheide, ob der Punkt C innerhalb von K liegt, auf K oder auflerhalb von K.
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Idee der Zahl und des Messens

7. Flurkarte Losung S. 110

Du siehst eine nicht mafBstabsgerechte Skizze mit den Grundstiicken I und II.

A
v
=

128 m

a) Weise nach, dass die Lange der Grundstiicksgrenze zwischen den Grundstiicken I und II 96 m lang ist.
Berechne die Lénge der Grundstiicksgrenzen an der Stra3e zwischen 4 und C.
(Zur Kontrolle: |4C|~85,8m)

b) Um die beiden Grundstiicke soll ein Zaun mit jeweils einem 3 m breiten Tor errichtet werden. Zusétz-
lich sollen die beiden Grundstiicke durch einen weiteren Zaun voneinander getrennt werden. Die
Zaunkosten fiir die AuBBengrenzen betragen 14,25 € pro Meter, fiir die Grenze zwischen den beiden
Grundstiicken 9,85 € pro Meter. Ein Tor kostet 626,53 €. Berechne die Gesamtkosten.

c) Bestimme den Gesamtflacheninhalt der beiden Grundstiicke und runde auf einen ganzzahligen Wert.
Bestimme den Fldcheninhalt des Grundstiickes II und runde auf einen ganzzahligen Wert.

d) Am Punkt M — genau in der Mitte zwischen 4 und B — liegt ein Stromverteiler. Eine Stralenlampe am
Punkt C soll durch eine gerade (unterirdische) Leitung mit dem Stromverteiler in M verbunden wer-
den.

Berechne die Lange der Leitung.

e) Ohne Rechnung:
Begriinde, dass die Leitung auch die Grenze zwischen den Grundstiicken in der Mitte kreuzt.
Beweise, dass die Leitung die Flachen beider Grundstiicke halbiert.
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Idee der Zahl und des Messens

8. Windpark Losung S. 111

Fiir einen neuen Windpark sollen Windréder aufgestellt
werden. Ein Windrad besteht aus drei Rotorbléttern. Ein
Rotorblatt ist 16 m lang.

a) Die sich drehenden Rotorblétter beschreiben eine
Kreisfldche. Bestimme den Durchmesser und die
Grofe der Kreisflache.

Vergleiche diese Flache prozentual mit der
Flédche einer Turnhalle mit den Abmessungen
18 mx 36 m. (4P)

b) Bei einer Windgeschwindigkeit von mehr als
25 Metern in der Sekunde wird die Anlage aus
Sicherheitsgriinden gestoppt. Bei dieser Wind-
geschwindigkeit drehen sich die Rotorblétter
in 3 Sekunden 2-mal um ihre Achse.
Zeige, dass sich die Spitzen der Rotorblatter
dann mit einer Geschwindigkeit von mehr als
240 km/h bewegen. 3P)

Die Windréder stehen an den Standorten 4, B und C
(siche nebenstehende Skizze). Folgende Daten sind
bekannt:

c=285m a=51° B=062°

c) Aus Sicherheitsgriinden miissen die Standorte
der Windréder mindestens 240 m voneinander
entfernt sein. Die Standorte 4 und C erfiillen mit ei-
nem Abstand von 273 m diese Bedingung.
Entscheide, ob der Sicherheitsabstand auch bei
den Standorten B und C eingehalten wurde. (5 P.) (Skizze nicht maBstiblich)

A c B

d) Der Standort D eines vierten Windrades liegt spiegelbildlich zum Standort C beziiglich einer
Achse durch 4 und B.
Bestimme die Entfernung zwischen den Standorten C und D.
Hinweis: Zeichne eine Skizze. 5P)

e) Ein Spazierginger sicht die eingezdunten Windrdder und mochte wissen, wie hoch diese
Windrider ungefihr sind. Er peilt mit einem Geodreieck den Hohenwinkel (Winkel zwischen
Turmspitze und Bodenebene) des Stahlturmes mit ca. 18°, dann entfernt er sich vom Turm
um zusétzliche 100 m und misst nun nur noch ca. 11°. Zeichne eine Skizze und bestimme
die ungeféhre Hohe des Stahlturmes. (5P)



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufgaben Mathematik

Idee der Zahl und des Messens

9. Paranussbaum Loésung S. 113

Paranussbiume sind Urwaldriesen. Als so genannte ,,Uberstéinder ragen sie weit iiber das etwa vierzig
Meter hohe Kronendach des tropischen Regenwalds hinaus.

Besonders grole Exemplare dieser Baume koénnen bis zu 60 m hoch werden, davon entfallen etwa 43 m
auf den Stamm. Der Stamm eines solchen Baums hat einen Umfang von ungeféhr 16 m und ist anndhernd
zylindrisch.

a) Bestimme den Durchmesser eines solchen Baumstammes.

b) Berechne die Masse eines solchen Baumstammes (vom Boden bis zur Krone) in Tonnen,
wenn man von einer Dichte von 0,8 g / cm’ fiir das Holz ausgeht.

Um die Entfernung der Baumkronenpunkte B, und B, nahe beieinander stehender Paranussbdume zu
bestimmen, werden nach der Methode des ,,Vorwirtseinschneidens von einer zuginglichen Standlinie

E aus die folgenden Werte gemessen:
a, =69° a, =36°, B,
£, =80°, B, =49°,
Standlinie |PQ| =100 m.

Dabei wird vorausgesetzt, dass die
vier Punkte P, O, B, B, in einer
Ebene liegen.

¢) Bestimme mit diesen Daten zu-
erst die Entfernungen |PBI| und
|PB2| und dann die gesuchte Ent-

fernung der Baumkronenpunkte
B 1 und B 2.

Die beiden Bdume sind unterschied-
lich hoch (61 m bzw. 49 m). Deshalb
wird durch die oben angewandte
Methode nicht der Abstand der
Baumstdmme voneinander, sondern
der Abstand der Baumkronenpunkte
B, und B, bestimmt. Diese beiden
Abstidnde stimmen hier nicht iiberein
(siche unten stehende Skizze).

d) Vergleiche die beiden Abstinde miteinander und entscheide,

ob das oben beschriebene Verfahren dennoch auch zur Be- By 1 der Bamromen
stimmung des Abstandes dieser beiden unterschiedlich gro- ,\\M\
Ben Baume geeignet sein konnte, falls wenigstens die FuB3- d

punkte der Baumstimme sich auf gleicher Hohe befinden. Abstand der Baume B,
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Idee Raum und Form, des Messens und des funktionalen Zusammenhangs

10. Designerlampe Lésung S. 115

Der italienische Stardesigner Francesco Canello-
ni hat fir die Empfangshalle eines Luxushotels
eine Stehlampe entworfen. Sie besteht aus einer
hohlen, durchsichtigen Glaskugel von 1,10 m Leuchtgas
Radius, in die von unten als Stinder ein Kegel
aus rotem Glas wie ein Keil so hineingetriecben

ist, dass die Spitze des Kegels im Mittelpunkt der EL 10m \
Kugel liegt. Die Grundfliche des Kegels bildet ’ h
die Standfliche der Lampe. Sie schliefit biindig \ \

mit der Kugel ab, so dass unten praktisch ein d
Stiick der Kugel abgeschnitten ist. i

a) Bestimme das Volumen des Kegels, wenn seine Hohe / gleich dem halben Kugelradius R ist.

In den Raum zwischen Kegel und Kugel soll ein Leuchtgas gefiillt werden, das einen besonderen Lichtef-
fekt erzeugt.

b) Berechne das Volumen V' der Gasmenge und gib es in Litern an.
HINWEIS: Das Volumen des von der Kugel abgeschnittenen Teils berechnet sich hier mit

Vugelabschmitt = %-’n -x*+(3R —x), wobei x die Hohe des Kugelabschnitts ist (siehe Skizze).

Nun soll die Hohe % des Kegels variiert werden. h
Dabei liegt die Spitze des Kegels immer noch in
der Mitte der Kugel. Der Graph rechts zeigt die
Abhingigkeit des Kegelvolumens V, von der

Hoéhe 4. Die y-Achse wurde nicht gezeichnet. Hohe
hl h2 des Kegels

¢) Gib die beiden Nullstellen /; und /4, der Funktion V(%) an, d. h. die Werte fiir 4, fiir die das Volumen
V(h) des Kegels den Wert Null annimmt (siehe Skizze). Begriinde deine Entscheidung und beschreibe
die Form der zugehdrigen Lampen.

d) Das Kegelvolumen V ist abhéngig vom Radius und der Hohe des Kegels. Im hier untersuchten
Spezialfall hdangt der Radius (%) von der Kegelhdhe /4 ab, d.h. /" hingt eigentlich nur von /4 ab. Be-
stimme den Funktionsterm V().
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11. 2-Euro-Miinze Lésung S. 117

Die 2-Euro-Miinze hat folgende Malle:

Durchmesser 25,75 mm
Durchmesser des goldfarbenen Mittelteils 18,20 mm
Dicke 2,20 mm
Masse 8,50 ¢g

a) Berechne das ungefahre Gesamtvolumen der Miinze.
(Ergebnis zur Kontrolle: V ~1145,69 mm?®)
Berechne den prozentualen Anteil des Volumens des goldfarbenen Mittelteils am
Gesamtvolumen.

b) Der Rand der Miinze ist bekanntlich geriffelt, er hat genau 250 Einkerbungen.
Bestimme den Abstand zwischen je zwei Kerben.

Volumen

Die Dichte der Legierung, die den goldfarbenen Mittelteil bildet, ist kleiner als die Dichte der
silberfarbenen Legierung des Ringes.

Entscheide, ob der goldfarbene Mittelteil schwerer ist oder der silberfarbene Ring.

¢) Berechne die durchschnittliche Dichte der Miinze. (Hinweis: Dichte = w}

d) Jetzt sei ein wiirfelformiger Behélter mit der Kantenléinge 30 mm gegeben, der genau halb hoch
mit Wasser gefiillt ist.
Bestimme rechnerisch, wie viele 2-Euro-Miinzen (vorsichtig!) in den Behélter aufeinander gelegt
werden konnen, ohne dass das Wasser tiberlauft.

Abbildung nicht mafBstabsgetreu.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e) Zeige, dass das Wasser nie iiberlaufen wiirde, wenn man bei dem gleichen Gefal3 mit einer
Wasserhohe von 10 mm beginnt und wieder die Miinzen Stiick fiir Stlick aufeinander legt.
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12. Bogen-Dreiecke

Bei einem gleichseitigen Dreieck mit der Sei-
tenldnge @ = 10 cm wird von jedem Eckpunkt
aus ein Kreisbogen durch die beiden jeweils
gegeniiberliegenden Punkte geschlagen (siche
nebenstehende Abbildung).

a) Berechne den Umfang des so entstandenen
Bogen-Dreiecks.

b) Bestimme den Fldcheninhalt des Bogen-

Dreiecks.
(Zur Kontrolle: 4 ~70,477 cm?)

¢) Bestimme den Flidcheninhalt des Umkreises
des Dreiecks.
(Hinweis: Der Radius des Umkreises eines
gleichseitigen Dreiecks betrigt % seiner

Hohe.)

Berechne, um wie viel Prozent der Fliachen-
inhalt des Kreises grofler ist als der Flachen-
inhalt des Bogen-Dreiecks.

d) Wie bei dem gleichseitigen Dreieck soll jetzt
ein ,,Bogen-Viereck® auf der Basis eines
Quadrats konstruiert werden.

Dabei sollen vier gleiche Bogen jeweils zwei
benachbarte Eckpunkte enthalten.
Beschreibe eine mogliche Konstruktionsvor-
schrift und erstelle die Figur, die aus deiner
Vorschrift entsteht.

Losung S. 118

~—7
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13. Pfadfinderzelt Lésung S. 119

Eine einfache Art, ein Zelt zu konstruieren, besteht darin, gleichlange Stangen in den Eckpunkten
eines Vielecks auf dem Boden aufzustellen und sie in einer Dachspitze zusammenzubinden.
AnschlieBend wird das ,,Geriist™ mit Zeltbahnen bespannt.

Der Fuf3boden bleibt ,,Natur.

S
Wir betrachten als Grundflache ein regelmiBiges Sechseck.
Die 6 Stangen haben eine Linge von jeweils 8 m, werden
aber einen Meter vor ihrem Ende zusammengebunden.
Der Durchmesser der Stangen wird hier vernachldssigt. s

Der Abstand s der FuBBpunkte der Stangen zum

Bodenmittelpunkt betrage zunédchst 5 m. Bodenflache des Zeltes

a) Berechne die Hohe des Zeltes
(Abstand vom Boden bis zum Kreuzungspunkt der Stangen).
[zur Kontrolle: /=~ 4,9 m]

b) Bestimme den Flacheninhalt des Zeltbodens.
[zur Kontrolle: 4~ 65 m’]

c) Bestimme, wie viel Quadratmeter Zelttuch bendtigt werden.
d) Bestimme den ,,umbauten Raum® W, d.h. das Volumen des Zeltes.

e) Nun soll s variiert werden, und der ,,umbaute Raum‘ # soll als Funktion von s betrachtet werden:
W=Ww(s).

f)  Rechts siehst du den Graphen von W.
Die y-Achse fehlt, und die s-Achse ist nicht
skaliert.

9. Bestimme die beiden Nullstellen, d.h. jene
Werte von s, fiir die das Volumen W(s) den
Wert Null annimmt, und beschreibe die an-
schauliche Bedeutung,. .

10. Bestimme den Funktionsterm W(s). : ! >

[zur Kontrolle: W(s):%-\/3-(49—sz) 5] .

11. Begriinde sinnvoll, dass die Maximalstelle
s zwischen 5 und 6 liegt.
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14. Zeltbau Lésung S. 121

Eine einfache Art, ein Zelt zu konstruieren, be-
steht darin, gleichlange Stangen in den Eckpunk-
ten eines Vielecks auf dem Boden aufzustellen
und sie genau iiber der Mitte in einer Dachspitze
zusammenzubinden. Anschliefend wird das
,»@eriist™ mit Zeltbahnen bespannt. Der Fulboden
bleibt ,,Natur*.

Wir betrachten als Grundfldche ein regelméBiges
Fiinfeck. Die 5 Stangen haben eine Liange von
6,20 m, werden aber 20 cm vor ihrem Ende zu-
sammengebunden. Der Durchmesser der Stangen
wird hier vernachlassigt.

Der Abstand s der FuBBpunkte der Stangen zum
Bodenmittelpunkt betrage 4 m.

Bodenflache des Zeltes

a) Berechne die Hohe des Zeltes.
(Abstand vom Boden bis zum Kreuzungspunkt der Stangen. Zur Kontrolle: & ~4,47 m).

b) Begriinde, dass der Flicheninhalt des Zeltbodens in guter Niherung 38 m” betriigt. Begriinde allge-
mein, dass man bei variabler Lange s den Flacheninhalt des Zeltbodens A(s) mit folgender Formel be-

rechnen kann: A(s)=5-sin 36°-cos 36°-s".

Hinweis: Der fiinfeckige Zeltboden setzt sich aus fiinf kongruenten Dreiecken zusammen.

¢) Bestimme den ,,umbauten Raum®, d.h. das Volumen des Zeltes.

d) Ein Punkt auf dem Zeltboden habe ,,Stehhohe®,
wenn der senkrechte Abstand zum Zeltdach min-
destens 1,80 m betragt. Bestimme den Flachenin-
halt der Bodenfldche mit Stehhohe.

Hinweis:
Vgl. die nebenstehende Skizze. Berechne x und s’.
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15. Vom Stern zur Pyramide Lésung S. 123

Der nebenstehende symmetrische Stern hat folgende Eigen-

F

schaften: .

Alle Seiten sowie die Strecke 4C haben die gleiche Lénge a. / \

AC steht senkrecht zu CE . /G» E\

a) Wie viele Symmetrieachsen hat der Stern? H \ / D
oY rC

b) Beschreibe kurz eine Konstruktion des Sterns. A
¢) Die Dreiecksflachen sollen so geklappt werden, dass eine
Pyramide entsteht. B

Bestimme das Volumen der Pyramide fiir = 5 cm.

d) Der Stern wird so verandert, dass die Strecken AC und AB nicht mehr gleich lang sind. Die Symmet-
rie des Sterns bleibt jedoch erhalten.
Untersuche, unter welchen Bedingungen durch Klappen der Dreiecksflichen eine Pyramide entstehen
kann.

¢) Betrachtet wird jetzt die so gednderte Pyramide, bei der die Strecken AB und BC doppelt so lang

geworden sind (die Strecke AC hingegen hat ja ihre Lange beibehalten!).
Begriinde, dass das Volumen dieser Pyramide nicht doppelt so groB3 ist wie das der Pyramide aus c),
und entscheide, ob es mehr als das Doppelte ist oder weniger.
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16. Achteck Losung S. 124

a) Begriinde, dass beim gleichschenklig-recht-
winkligen Dreieck die folgende Formel den
Zusammenhang zwischen a und / beschreibt:

a=+2-h h

b) Hier wird ein regelméBiges Achteck mit der
Kantenldnge a gezeigt.
Berechne die Radien von Inkreis und Umkreis.
Zeige, dass der Umkreis den 1,1716-fachen
Flacheninhalt des Inkreises hat.

¢) Nunmebhr ist ein Teil der Flidche des regel-
maBigen Achtecks mit der Kantenldnge a
schraffiert.
Zeige, dass der schraffierte Anteil den halben
Flacheninhalt des gesamten Achtecks hat.
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17. Kaffeefilter

Ein Kaffeefilter hat die in Abbildung 1
gezeigte Form: Er besteht aus einem
dreiseitigen Prisma mit zwei angesetzten
halben senkrechten Kreiskegeln.

Die Hohe des Filters ist 2 =9 cm.

Im Rechteck ABCD hat AB die Liange
[, =6 cmund BC die Léange /, =12 cm.

(E ist senkrecht zu den gleichschenk-
ligen Dreiecken DFA und CGB.)

a) Berechne das Fassungsvermdgen des
Filters bis zu seinem oberen Rand.

b) Zur Herstellung des Filters wird Filter-
papier verwendet, das pro Quadrat-
meter 50 g wiegt.

Berechne die Masse des Filters.

¢) Verpackt werden die Filter in flach
zusammengedriickter Form (siehe
Abbildung 2)

Berechne den eingezeichneten Winkel
o. (Zur Kontrolle: a ~50°.)

d) Die Filter werden in rechteckigen
Schachteln verkauft.
Bestimme die Mindestliange und die
Mindestbreite dieser Schachteln.

Lésung S. 126

D C

v (4 N

| VA

F G
Abbildung 1
A'=D B'=C
B
o o
F G
Abbildung 2
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18. Stadion

Ein Stadion, in dem Leichtathletik und FuB3ball
stattfinden kann, hat von oben gesehen die rechts
abgebildete Form. (Die Zeichnung ist nicht maf3-
stabsgerecht, nachmessen an der Zeichnung macht
also keinen Sinn.)

Die Laufbahn hat dabei am inneren Rand eine
Lange von 400 m. Die Rasenflache (grau unter-
legt) — auf der sich auch das FuB3ballfeld befindet —
ist 93 m lang und 68 m breit.

a) Berechne die Lange einer der beiden Halb-
kreisbahnen dieses Stadions am inneren Rand.

b) Die MaBe von FuBballfeldern sind nach den
Regeln nicht genau festgelegt. Fiir die Breite
z.B. lassen die Regeln Werte zwischen 45 m
und 90 m zu. Begriinde, warum bei einer FuB3-
ballfeldlange von 90 m und einer Laufbahnlin-
ge von insgesamt 400 m eine FuBballfeldbreite
von 75 m nicht méglich ist.

¢) Hammerwerfer werfen aus ihrem Abwurfkreis
den Hammer bis zu 85 m weit.
Der Kreis ist von einem Kéfig umgeben, der
(vom Zentrum des Kreises aus gemessen) eine
Offnung von 45° hat: Nur Himmer, die durch
diese Offnung geworfen werden, fliegen auf
den Rasen (siehe Abbildung).

Losung S. 124

Start Bahn 8

B\ Start-

(23S LGN

68 m

93 m

Hammerwurﬂ(%

Startbahnverldngerung

Das Zentrum des Abwurfkreises liegt jeweils 4 m von der kiirzeren Rasenkante bzw. der Verlédngerung

der langeren Rasenkante entfernt.

Entscheide: Trifft ein Hammer nach einem 85-m-Flug in diesem Stadion mit Sicherheit noch auf den

Rasen?

d) Die Lauffldche besteht aus 8 Bahnen von je 1,20 m Breite. Die Lénge der Bahn wird immer innen
gemessen. Der Laufer auf der Innenbahn startet an der Start-Ziel-Linie. Bestimme, wie viel Kurven-
vorsprung gegentiiber der Start-Ziel-Linie ein 400 m Laufer auf der AuBSenbahn (Bahn 8) bekommen

muss, damit auch er genau 400 m bis zur Ziellinie lautft.

Um die Startlinie auf der Auenbahn zu markieren, wird der Winkel S, eingemessen (Winkel B in der

Skizze).
Bestimme die Gréfe von f .

Entscheide: Ist g, (der entsprechende Winkel fiir die 4. Bahn) halb so gro3 wie g, ?

e) Fiir den 110-m-Hiirden-Lauf muss die Gerade, auf der die Ziellinie liegt, um 17 m verlangert werden

(siehe Zeichnung).

Untersuche, ob der Laufer auf der Bahn 1 (das ist die linke Bahn, die Innenbahn) noch innerhalb der

Kurvenlaufbahn startet.
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19. Rettungsring

Unter einem Torus versteht man in der Mathematik

einen kreisformigen Ring, dessen Querschnitt {iber-
all kreisformig mit konstantem Radius ist. Beispiele

fur

rad- oder Autoschléduche (ohne Ventil).

torusformige Korper sind Schwimmreifen, Fahr-

Loésung S. 129

In einer Formelsammlung findet man fiir den Torus

folgende Angaben:
Oberflichenformel: O=4-7°-R-r
‘ Volumenformel: V' =2-7"-R-r’
— —— Dic? Grofien R und 7 seien so wie in der nebenstehenden
— Skizze definiert.

Ein Rettungsring hat (angenéhert) die Form eines Torus. Durch Nachmessen stellt man fest, dass der
AuBendurchmesser 1,20 m und der Innendurchmesser 80 cm betragt.

a)

b)

Begriinde, dass dann mit den obigen Bezeichnungen gilt:
R=0,5mund »r=0,1 m

Berechne Volumen und Oberflache des Rettungsringes.

¢) Der Rettungsring besteht aus einem ausgeschdumten Stoff (Dichte: 0,2 g/cm’). Auf dem Ring liegt
eine Person flach wie ein Brett. Welche Masse (in kg) darf die Person hochstens haben, damit der
Ring nicht vollstindig in das Wasser (Dichte 1 g/cm’) eintaucht? Begriinde die Antwort.

Hinweis: Der Auftrieb, den ein Korper im Wasser erfdhrt, ist genauso grof wie die Gewichtskraft des

d)

44

von dem Korper verdringten Wassers (archimedisches Prinzip).

Man kann bei einem Torus Auflendurchmesser D und Innendurchmesser d wesentlich leichter messen

als die Grolen R und r.

Begriinde, dass sich Oberflache und Volumen eines Torus aus den beiden Grofien D und ¢ mithilfe der

Formeln
2 . . _ 2 2
7 Drd)Dd) g 9= (prgy
32 4
berechnen lésst.
Hinweis: Es empfiehlt sich, den Nachweis durch Einsetzen zu fiihren.

V=

Es werden alle Tori mit dem gleichen AuBendurchmesser D =1 m betrachtet.

Beschreibe den Torus mit dem maximalen Volumen und bestimme dieses Volumen.
Hinweis: Verwende dazu die Volumenformel aus d).
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20. Partyzelt Lésung S. 130

Ein Partyzelt wird — wie in der Zeichnung
zu sehen — aus 12 gleichlangen Stangen
von je 5 m Lénge errichtet.

a) Zeige, dass das Zelt eine Gesamthohe
von gut 8,5 m hat. ~

b) Berechne das Volumen des Zeltes.

¢) Die AuBlenflaichen werden mit Planen
verkleidet.
Entscheide, ob dazu 150 m? Planenstoff ~
ausreichen.

Von der Mitte M der vertikalen Stangen
soll jeweils eine Lichtgirlande straff mit
der Zeltspitze verbunden werden.

d) Bestimme die Lénge einer solchen
Girlande.

¢) Bestimme den Winkel, mit dem eine
Lichtgirlande gegeniiber der Horizon-
talen ansteigt.
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21. Eishockeypucks

Eishockeypucks sind runde Scheiben mit einem Durchmesser von
7,62 cm und einer H6he von 2,54 cm.

a)

Zeige, dass das Volumen eines Pucks ungefdhr 116 cm? betragt.

b) Zwolf Pucks sollen in einer Schachtel mit quadratischer Grund-

fliche verkauft werden. In der Schachtel liegen je vier Pucks in
drei Schichten iibereinander.

Wenn die Pucks in der Schachtel liegen, bleibt ein Volumen-
anteil an Luft in der Schachtel.

Bestimme das Volumen der Luft in der Schachtel.

Gib diesen Anteil am gesamten Schachtelvolumen in Prozent
an.

Das Sportgeschéft mochte die Puckschachteln libereinander
stapeln, und zwar auf einem mittleren kreisférmigen Dorn
(siche nebenstehende Zeichnung).

Bestimme den maximalen Durchmesser, den ein Dorn haben
kann, wenn er noch durch diese Schachteln passen soll.

Lésung S.132

Y
AN

d) Der Sachverhalt aus Aufgabenteil b) soll nun (in der Ebene) verallgemeinert werden. Du siehst jeweils
ein Quadrat, in das 1 Kreis, 4 und 9 Kreise einbeschrieben sind. Stelle dir vor, dass in dem Quadrat n?

Kreise entsprechend einbeschrieben sind.

Zeige, dass der von den Kreisen nicht bedeckte Anteil der Quadrate immer der gleiche ist.

= N

i
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22. Ballschachtel Lésung S. 134
Eine Sportartikelfirma verpackt jeweils drei Bélle in eine Ballschach-
tel. Die Ballschachtel hat die Form eines geraden Prismas mit jeweils <f1_,rr>

einem regelmifBigen Sechseck als Grundflache und Deckfléche (siche
Abbildung 1).

In die Ballschachtel kommt unten eine Styropor-Schicht von 3 cm
Dicke, dann kommen die drei Bélle, die alle Seitenflachen beriihren.
Uber den Billen ist wieder eine Styropor-Schicht von 3 cm Dicke.

Die Seitenlénge des Sechsecks betrdgt 9 cm.

a) Die Abbildung 2 zeigt die Ballschachtel von oben, also das re-
gelméBige Sechseck und den Querschnitt eines Balles.
Zeige, dass die Bélle einen Radius von etwa 7,8 cm aufweisen.

b) Bestimme den Fldcheninhalt der gesamten Oberflache der Ball- L
schachtel.

Abb. 1

¢) Bestimme den prozentualen Anteil des Gesamtvolumens der Bille
am Volumen der Ballschachtel.

d) Zwei dieser Ballschachteln werden jetzt in einen quaderformigen
Karton so nebeneinander gestellt, dass sie mit einer Flache anei-
nander stofen. Die rechteckige Grundfliache dieses Kartons muss
also Platz bieten flir zwei nebeneinander liegende Sechsecke.
Zeige, dass sich die Kantenlingen dieses Rechtecks wie

1 :\/5 verhalten.

Abb. 2

e) Nehmen wir an, wir kdnnten entsprechende Ballschachteln auch mit vier, fiinf, sechs, ... Béllen her-
stellen.
Entscheide:
Steigt die Oberflache der Schachteln proportional zur Zahl der Balle?
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23. Meteorit Lésung S. 136

Uber der Antarktis ist am 3. September 2004 ein Meteorit nieder-
gegangen.

Der sichtbare Teil seiner (geradlinigen) Bahn begann in einer Héhe
von 75 km und endete 40 km weiter in einer Hohe von 18 km.
Sichtbar bedeutet: Der Meteorit erzeugt eine blendend helle
Leuchtspur.

Diesen Teil der Bahn durchflog der Meteorit in 5,5 Sekunden.

Man kann davon ausgehen, dass der Meteorit am Anfang des sicht-
baren Teils der Bahn ein kugelformiger Korper mit einem Radius
von etwa 4 m war.

Die Dichte p von Meteoren kann man mit

Bahn des Meteoriten
(dick: sichtbarer Teil)

3200 kg/m? annehmen.'

o M
(Hinweis: p = _asse
Volumen

a) Berechne das Volumen und die Masse des Meteors am Anfang 18 km

der Beobachtung.

b) Bestimme die Liange der beobachteten Bahn.

Wahrend des Flugs durch die Atmosphére wird standig die du3erste Schicht des Meteoriten abgetragen:
Pro Sekunde wird der Radius um 0,5 m kleiner.

¢) Zeichne ein Diagramm, in dem die zeitliche Entwicklung des Radius des Meteoriten dargestellt wird,
und gib die Funktionsgleichung fiir »(z) an.

d) Berechne, wie viel Materie der Meteorit in der ersten Hundertstelsekunde nach dem Aufleuchten (in
75 km Hohe) verliert.
(Hilfe: Das Volumen einer diinnen Kugelschale mit der Dicke Ar kann man berechnen durch
14 = Oberfldche - Dicke =47 - r*- Ar berechnen.)

Kugelschale
Berechne den Radius nach zwei Sekunden Leuchten.
Bestimme den Massenverlust pro Hundertstelsekunde nach diesen zwei Sekunden.

e) Begriinde, dass der Meteorit auf seiner Bahn immer weniger Masse pro Zeit verliert.

Weise nach, dass die zeitliche Volumenentwicklung des Meteoriten der Funktionsgleichung

V() =§7r -(4-0,5¢)° =§7r (64— 24t + 3¢t —éﬁ) folgt.

! Daten aus: Klekociuk, A.R., et al. (2005), Nature 436, 1132
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24. Das neue Rosenbeet Lésung S. 137

a) In einem botanischen Garten wird eine quadratische Rasenfldche von 3m
10 m Seitenlédnge neu gestaltet. In das innere Rechteck sollen Rosen w
gepflanzt werden (sieche Abbildung rechts).

Berechne den Fliacheninhalt der aus vier Dreiecken bestehenden rest- I
lichen Rasenfldache und den Flacheninhalt des rechteckigen Rosen-
beets.

wOr

b) Jetzt soll die Strecke, die in Aufgabenteil a) 3 m lang war, verdnderlich
werden. Sie wird nun x genannt (siche Abbildung rechts).
Gib an, welche Werte x annehmen kann.
Zeige, dass sich der Flacheninhalt A(x) des Rosenbeets durch die Funk- @ee’\
tionsgleichung A(x)=—-2x2+ 20x berechnen lasst.

wor

Beschreibe, wie der Graph der Funktion aussieht. .

Zeichne ihn in das unten stehende Koordinatensystem ein.

-~ A(X)
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c) Bestimme rechnerisch den Wert fiir x, bei dem die Fliche des Rosenbeets den grofiten Wert aufweist.

d)

Gib die maximale Flachengrofle des Rosenbeetes an.
Weise nach, dass es sich um ein quadratisches Beet handelt.

Der Gartengestalter dndert seine Vorstellung: Das Rosenbeet im
Rasen soll immer quadratisch sein (und die Ecken des Rosenbeets
sollen weiterhin auf den Kanten des Rasens liegen) — siche Abbil-
dung.

Zeige, dass die Funktionsgleichung zur Berechnung der Quadratfla-
che 4, jetzt A,(x)=2x>-20x+100 lautet.

Berechne, dass sich fiir x = 5 bei beiden Funktionen dieselbe
FléchengrofBe ergibt.

Die Rosen reichen fiir ein quadratisches Beet von 70 m? Fléache.
Berechne das zugehorige x.

Rosenbeet

10 m

Bei diesem x ist die Fliache des quadratischen Rosenbeets groBer als die des rechteckigen Rosenbeets

bei dem gleichen x.

Weise nach, dass fiir alle x die Flache des quadratischen Rosenbeets grofer oder gleich der Flache

des rechteckigen Rosenbeets bei dem gleichen x ist.
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25. Pachoms Weg Lésung S. 139

Der russische Dichter Tolstoi erzihlt die Geschichte des Bauern Pachom, der fiir 1000 Rubel jenes Land
erhalten sollte, das er an einem Tag umwandern konnte. Bei Sonnenaufgang brach er von einem Hiigel
aus auf, nach 18 km bog er im rechten Winkel nach links ab, nach 8 km wiederum im rechten Winkel
nach links. Nachdem er 12 km in die neue Richtung gewandert war, packte ihn die Angst, nicht rechtzei-
tig zuriickzukommen. Er lief nun geradewegs auf den Hiigel zu, erreichte ihn mit letzter Kraft bei Son-
nenuntergang und brach tot zusammen.

Im Folgenden sollst du nun iiberlegen, ob sich Pachom dieses Schicksal hitte ersparen konnen, wenn er
sich vorher einige Gedanken iiber seinen Weg gemacht hitte.

a) Zeichne dazu eine Skizze von Pachoms Wanderweg.
b) Bestimme die Lange von Pachoms Weg.

c) Hitte die Geschichte kein trauriges Ende gehabt, wie viel Land hétte Pachom fiir seine 1000 Rubel
erhalten?

d) War Pachoms Wanderweg optimal oder hétte er bei gleicher Wegldnge mehr Land umwandern kon-
nen?
Betrachte dazu Rechtecke, deren Umfang gleich der Lénge von Pachoms Wanderweg ist.
Erstelle fiir die Flicheninhaltsfunktion ,,Seitenlinge a — Flacheninhalt A fiir Rechtecke, deren
Umfang gleich der Lange von Pachoms Wanderweg ist, eine Wertetabelle und zeichne den Graphen
der Funktion. Gibt es ein Rechteck mit grofitem Flacheninhalt?

e) Hétte Pachom ein gleich groBes Land auf einem kiirzeren Weg umwandern kdnnen?

Betrachte dazu geeignete Rechtecke, deren Flacheninhalt gleich dem von Pachoms Land ist.
Erstelle fiir die Umfangslangenfunktion ,,Seitenldnge ¢ — Umfang u* fiir Rechtecke, deren
Flacheninhalt gleich dem von Pachoms Land ist, eine Wertetabelle und zeichne den Graphen der
Funktion. Gibt es ein Rechteck mit kleinstem Umfang?
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26. Jeans Lésung S. 141

Eine Firma produziert u.a. Jeanshosen. Der Preis p beim Verkauf ist abhingig von der Angebotsmenge x
pro Monat. Die Marketingabteilung hat ermittelt, dass sich Jeanshosen einer bestimmten Qualitét bei ei-
nem Preis von 100 € pro Stiick nicht verkaufen lassen. Bei fallendem Preis p ist mit einer linearen Zu-
nahme der Verkaufszahlen x zu rechnen. Allerdings ist bei einem Angebot von 18 000 Stiick pro Monat
mit einer Sattigung des Markts zu rechnen, so dass sich kein Preis p > 0 mehr erzielen lésst (siehe Skiz-
ze).

AD

Hochstpreis
p(0) =100

X

>
I Ll

Sattingungsmenge bei x = 18 000
p(0)=100

a) Bestimme die Gleichung der Preisabsatzfunktion x — p(x).

b) Der Erlos (oder Umsatz) des Unternehmens beim Verkauf von Jeanshosen wird {iber das Produkt Preis
mal Menge ermittelt. Gib die Gleichung der Erlésfunktion £ an.

¢) Berechne den Erlos fiir verschiedene Ausbringungsmengen x und zeichne den Graphen von £ in ein
Koordinatensystem.

d) Berechne, wie viele Hosen die Firma produzieren und verkaufen muss, um einen maximalen monatli-
chen Erlds zu erzielen. Gib diesen maximalen Erlos an.
Erkldre, warum der Erl6s ab der maximalen Verkaufsmenge abfillt.

Bei der Produktion der Jeanshosen entstehen Stiickkosten (Material, Arbeit) in Hohe von 32 Euro pro
Hose. Hinzu kommen die produktionsunabhingigen Fixkosten (Produktionsstitten, kaufmannische Ange-
stellte usw.) in Héhe von 90 000 Euro.
e) Bestimme die Gleichung einer (linearen) Funktion K auf, die fiir die Ausbringung x die Kosten K(x)
benennt.
Zeichne den Graphen von K.

f) Bis zu welcher Produktionsmenge x sind die Kosten héher als der Erlos?

g) Bestimme die Gleichung der Funktion G, die fiir die Ausbringung x den Gewinn G(x) benennt.
Fiir welche monatliche Ausbringung wird der Gewinn am gréfiten?
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27. Abbau eines Wirkstoffes Lésung S. 144

Eine Tablette (1 g) eines Medikamentes besteht zu 5 % aus dem Wirkstoff ,,Wirkin®. Die iibrigen 95 %
bestehen aus unwirksamen und unschéidlichen Fiillstoffen. Wird die Tablette eingenommen, gelangen
35 % des Wirkstoffes ,,Wirkin* ins Blut und somit in den Korper. Der Rest wird ausgeschieden. Inner-
halb eines Tages werden 25 % der (noch) vorhandenen Menge des Wirkstoffes vom Korper abgebaut.

a) Berechne die Menge des Wirkstoffes in mg, die bei der Einnahme einer Tablette (1g) ins Blut
gelangt. 2P

Eine Person schluckt morgens eine Tablette dieses Medikamentes.

b) < Gib eine Funktionsgleichung einer Funktion f'an, mit der man die Menge des Wirkstoffes berech-
nen kann, die nach ¢ Tagen noch im K&rper vorhanden ist.
Begriinde die Funktionsgleichung.

* Berechne die Menge des Wirkstoffes, die nach 3 Tagen noch vorhanden ist, wenn die Person
in diesen Tagen keine weitere Tablette einnimmt.
Bestimme auch, wie viel Prozent der Ausgangsmenge das sind. (8P)

Eine Person nimmt jeden Tag eine Tablette des Medikamentes ein.

c) Bestimme die Ansammlung des Wirkstoffes nach 3 Tagen, bevor die Person erneut das
Medikament zu sich nimmt. Gehe davon aus, dass vor der ersten Einnahme keine Restmenge
des Wirkstoffes im Korper vorhanden ist. (8 P)

d) Eine Person nimmt {iber einen langen Zeitraum jeden Morgen eine Tablette ein. Die Wirkstoffmenge
im Blut vor der Einnahme der neuen Tablette ist an jedem Morgen genau gleich dem Wert vom Vor-
tag.

Ermittle die Menge des Wirkstoffs, die jeden Morgen vor der Einnahme der Tablette im Blut
ist. (4P)
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28. Medikamente Lésung S. 145

Antibiotika sind Medikamente gegen Infektionserkrankungen.

Wird ein bestimmtes Antibiotikum in Form einer Tablette eingenommen, kann man (idealisiert) anneh-
men, dass die Konzentration dieses Antibiotikums im Blut sofort nach der Einnahme einen Wert von 4
mg pro Liter Blut aufweist. Pro Stunde sinkt die Konzentration um 5 %.

a) Sei x die Zeit gemessen in Stunden nach Einnahme des Medikamentes, f{x) dic Konzentration des
Antibiotikums im Blut gemessen in mg pro Liter.

Begriinde, dass die zugehdrige Funktionsgleichung f(x) =4-0,95" lautet.

Berechne, wie hoch die Antibiotikumskonzentration eine, vier und zwolf Stunden nach Einnahme ei-
ner Tablette ist.

b) Um die Therapie genau zu iiberwachen, wird einem Patienten bereits zwanzig Minuten nach Einnah-
me der ersten Tablette Blut abgenommen und die Antibiotikumskonzentration bestimmt.
Berechne die zu erwartende Konzentration.

c) Ein Patient muss die Therapie wegen Unvertrédglichkeit bereits nach der Einnahme der ersten
Tablette abbrechen. Bestimme, wann die Unvertraglichkeitsgrenze von 0,2 mg pro Liter unterschrit-
ten wird, der Patient also keine negativen Reaktionen durch die Einnahme des Medikaments mehr
spiiren sollte.

d) Es gibt Substanzen, deren Konzentration im
Blut linear abnimmt.

Eine bestimmte derartige Substanz fiihrt
sofort nach Einnahme zu einer Konzentration
im Blut von 4 mg pro Liter, die innerhalb \\\
einer Stunde jeweils um 0,2 mg pro Liter 3 :
sinkt (sieche Abbildung). 5
e Bestimme den zugehorigen Funktionsterm \
) : A\
e Beschreibe je zwei Eigenschaften von \ \
exponentiellem negativem Wachstum und 3
linearem negativem Wachstum bezogen gx) =7 \ f(x)=4-0,95"
auf den Kontext der Aufgabe. 1 \

e) Bei manchen Substanzen kann man den Abbau im Blut so beschreiben, dass relativ grofle Konzen-
trationen zunéchst linear abgebaut werden, dann exponentiell.

So soll der Abbau einer Substanz bis zum Punkt P(12,5|1,5) durch die Funktion g beschrieben wer-
den. Danach verlaufe der weitere Abbau exponentiell mit der Funktionsgleichung

h(x)=a-b*"" a,bc R . Neben h(12,5) = 1,5 sei auch #(32) = 0,11 bekannt.

Bestimme die Parameter ¢ und b und interpretiere diese im Kontext der Aufgabe.
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29. Lastkahn Lésung S. 147

Uber ein Férderband wird ein kleiner Lastkahn mit Kies beladen. Das Férderband ist so eingestellt, dass
der Sandstrahl genau durch die Mitte der 3 m breiten Offnung in den Laderaum fillt.

a) Der Kiesstrahl hat Parabelform. 25m

Die Parabel soll in das Koordinaten- E L

()] (O]

system der Anlage iibertragen werden.
Dabei liegt das Ende des Forderbandes
(und damit der Scheitelpunkt der Para-
bel) im Ursprung, die Kaimauer endet
an der y-Achse.

Zeichne zuerst zwei durch die Abbil-
dung rechts gegebene Punkte der
Parabel in das Koordinatensystem ein
und gib die entsprechenden Punkte an.

Bestimme nun mithilfe der eben ge-
zeichneten Punkte die Funktionsglei-
chung der Parabel.

Solltest du keine Funktionsgleichung
finden, arbeite mit der folgenden (nicht
mit der korrekten Funktionsgleichung
tibereinstimmenden) Gleichung weiter:

f(x)=-0,47 x>

Fille die Wertetabelle auf dem anlie-
genden Arbeitsblatt aus und skizziere
mit ihrer Hilfe die Parabel im Koordi-
natensystem.

b) Berechne den Abstand vom Ende des Forderbandes zum Mittelpunkt der Offnung im Laderaum.

Bei der oben geschilderten Situation war Hochwasser. Einige Zeit spéter soll ein anderer Lastkahn mit
gleichen Abmessungen beladen werden. Wegen extremen Niedrigwassers ist der Wasserspiegel um 4 m
niedriger.

¢) Begriinde, dass der Kiesstrahl die Laderaum6ffnung auch in dieser Tiefe trifft.

d) Bestimme, um wie viel Meter das Forderband verschoben werden miisste, damit der Kies wieder
genau durch die Mitte der Laderaum6ffnung féllt, und bestimme die Funktionsgleichung der entspre-
chend abgeidnderten Parabel, die nun den Kiesstrahl beschreibt.

Interpretiere die Losung innerhalb der durch obiges Bild dargestellten Gegebenheiten. Beachte
dabei zusétzlich, dass das obere Transportband, auf dem der Kies transportiert wird, in 75 cm
Abstand zum Boden verlduft. Das Forderband ist horizontal beweglich.
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30. Laichplatze Lésung S.148

Um zu ihren Laichpldtzen zu gelangen, miissen Lachse verschiedene gefdhrliche Stufen iiber-
winden. Nach 11 Stufen haben die Lachse ihr Ziel erreicht. Es wird angenommen, dass an jeder
Stufe 3 % der angekommenen Lachse ausscheiden.

1000 Lachse machen sich auf den Weg.

a) Berechne die Anzahl der Lachse, die die Laichplétze erreichen.

b) Berechne die Anzahl der Gefahrenstellen, nach denen erstmalig weniger als 85 % der Lachse
vorhanden sind.

c) Nach jeder 5. Gefahrenstufe gibt es Biren, die jeweils konstant 250 Lachse wegfangen.
Berechne, wie viel Prozent der Lachse jetzt noch ihr Ziel erreichen.

d) Vergleiche die Ergebnisse der Teilaufgaben a) und c), wenn
(1) doppelt so viele Lachse losschwimmen,
(2) doppelt so viele Lachse pro Gefahrenstelle ausscheiden (also 6 %).

e) In den Aufgabenteilen a) bis d) haben wir mit einem idealisierten mathematischen Modell
gearbeitet. Tatséchlich sind die Gefahrenstellen unterschiedlich. Vergleiche die Anzahl der
Lachse aus Teilaufgabe c), die am Laichplatz ankommen, wenn entweder die erste Gefahren-
stelle eine Verlustrate von 20 % oder die letzte Gefahrenstelle eine Verlustrate von 20 % be-
wirkt.

57



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufeaben Mathematik

Idee des funktionalen Zusammenhangs

31. Algen? Lésung S. 149

Auf einem Teich wachsen zwei Algensorten. Sorte A bedeckt zu Beginn des Beobachtungszeitraums
3 m’, Sorte B 7 m”. Bei Sorte A verdoppelt sich die bedeckte Fliche in 3 Tagen, bei Sorte B in 5 Tagen.

a) Gib die Funktionsgleichungen fiir das Wachstum beider Algensorten an.
Zeichne die Graphen fiir beide Funktionen fiir einen Beobachtungszeitraum von mindestens
2 Wochen in ein gemeinsames Koordinatensystem. Verwende eine sinnvolle Skalierung.

b) Bestimme fiir beide Sorten den Wachstumsfaktor pro Tag und die tdgliche prozentuale Zunahme.

¢) Bestimme anhand der Zeichnung, nach wie vielen Tagen die von beiden Sorten bedeckte Fldache
gleich groB ist, und tiberpriife dein Ergebnis mittels einer Rechnung.

d) Bei ungehindertem Wachstum wire der Teich nach 23 Tagen vollstindig mit den beiden Algen
bedeckt. Bestimme die Grofle des Teichs.

2 Bearbeitet nach: Elemente der Mathematik, Unterrichtsmaterialien, Band 3, S. 252, Schroedel, Hannover 2002.
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32. “C Lésung S. 151

In der Atmosphire der Erde findet man in geringen Mengen das radioaktive Kohlenstoffisotop '“C. Ob-
wohl es mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren zerfillt, ist sein Gehalt in der Atmosphére konstant, da
es durch kosmische Strahlung immer wieder neu gebildet wird. Jeder lebende Organismus enthalt, wah-
rend er lebt, den gleichen Anteil an '*C-Atomen unter allen Atomen. Das liegt daran, dass die Pflanzen
bei der Atmung CO, aufnehmen und damit auch "*C. Durch die Nahrungskette gelangt es in Menschen
und Tiere.

Stirbt der Organismus, so atmet und ernihrt er sich nicht mehr. Damit wird kein '*C mehr nachgeliefert.
Das vorhandene "“C zerfillt im abgestorbenen Gewebe, und die ,,Radiokarbonuhr beginnt zu ticken.
Wenn man den '“C-Anteil von lebender und toter Substanz vergleicht, lasst sich daraus der Zeitpunkt
bestimmen, von dem an keine Nahrung mehr aufgenommen wurde. So kann z.B. auf das Alter antiker
Holzstiicke oder Knochen geschlossen werden.

a) Gib an, wie viel Prozent des urspriinglichen '*C nach 5 730 Jahren / nach ca. 11 500 Jahren noch ge-
messen wird.

b) Zeichne einen Graphen, welcher dem Alter (bis 24 000 Jahre) die noch vorhandene Menge “C in
Prozent zuordnet.

¢) 1992 wurde in den Otztaler Alpen die Leiche ,,Otzi* gefunden. Als diese nach ihrer Bergung genau
untersucht wurde, entpuppte sie sich als die élteste Gletscherleiche der Welt. In ihren Knochen wur-
den 53% des urspriinglichen '*C-Gehalts festgestellt. Berechne, vor wie vielen Jahren dieser Mensch
etwa gelebt hat.

d) Berechne, wie viel Prozent des '*C-Anteils die Mumie des dgyptischen Pharaos Tutanchamun (Regie-
rungszeit 1332 bis 1323 v. Chr.) bei der Graboffnung 1922 enthielt.

e) Die Lascaux-Hohle in Frankreich ist berithmt fiir ihre Hohlenmalereien. Holzkohle aus der Zeit, als
diese Hohle bewohnt war, hatte im Jahr 1950 eine '*C-Zerfallsrate von 0,97 Zerfillen pro Minute und
Gramm. '*C in lebendem Holz hat eine Zerfallsrate von 15,3 Zerfillen pro Minute und Gramm. Be-
stimme, wann diese Hohlenmalereien vermutlich entstanden sind.
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33. Gefahr aus dem Weltall® Lésung S. 152

Ein Science-Fiction-Film erzihlt die folgende Story:

In einer Raumstation werden
biologische Experimente vorge- 16
nommen. Durch den Fehler eines
unaufmerksamen Gentechnikers

wird ein 1 mm langer und norma- 12
lerweise harmloser Wurm so um-
programmiert, dass seine Lange
exponentiell zunimmt. Die Ab-
bildung zeigt das Wachstum des 6
Wurmes in den ersten 80 Minu-

ten.

Lange in mm

a) Bestimme die Zeit, nach der
sich die Lidnge des Wurmes 0
verdoppelt hat.

1/3 2/3 1 11/3
Zeit in h

o Erstelle eine Funktionsgleichung, die das Wachstum des Wurmes beschreibt; gib dabei die Zeit in
Stunden an.

e Berechne die Lange des Wurmes nach 5 Stunden. Gib dein Ergebnis in einer sinnvollen Einheit an.

b) Zunichst bemerkt der unaufmerksame Genforscher nicht, welch verhdngnisvollen Fehler er begangen
hat. Erst nach 5 Stunden wird thm klar, dass er es weder schafft, den Wurm zu vernichten, noch dessen
verhéngnisvolles Wachstum aufzuhalten. Daher sendet er genau 5 Stunden nach Beginn der Katastro-
phe ein warnendes Funksignal zur 1 Lichttag entfernten Erde.

Das Funksignal breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus, also mit 300 000 km/s.
Gib die Strecke an, die das Funksignal nach 1 Stunde bzw. 1 Tag zuriickgelegt hat.

¢) Beschreibe, worin sich das Ausbreitungsverhalten des Funksignals vom Wachstum des Wurmes unter-
scheidet.

d) Der Wurm wéchst genau in Richtung Erde. Berechne, wann der aggressive Wurm mit seinem Vorder-
teil die Erde erreicht.

e) Entscheide, ob das warnende Funksignal die Erde noch vor dem Eintreffen des Wurmes erreicht, da-
mit mogliche Abwehrsysteme aktiviert werden konnen.

?  Diese Story vernachlissigt die Tatsache, dass es keine hohere Geschwindigkeit jenseits der Lichtgeschwindigkeit

geben kann.
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34. Stuntman* Lésung S. 152

Ein Stuntman will mit seinem Auto von einer
waagerechten Plattform abspringen und einen
neuen Weitenrekord aufstellen. Die Flugweite
hangt ab von der Geschwindigkeit des Autos und
der Hohe der Plattform.

e
-
..
-
-
-

Dabei gilt folgende Gleichung fiir die Flugweite

w(nm): w=v- [2.
g

Darin ist v die Geschwindigkeit des Autos (in %) , h die Absprunghohe (in m) und g die Erdbeschleuni-

gung, die in unseren Breiten 9,81 = betragt.

S

a) Berechne die Flugweite fiir eine Absprunggeschwindigkeit von 100 kTm und eine Hohe von 2 m.

b) Entscheide, ob es moglich ist, mit einem normalen PKW eine Flugweite von 100 m bei einer Ab-
sprunghdhe von 2 m zu erreichen.

¢) Der bisherige Weitenrekord fiir einen Sprung mit einem Auto lag bei 50 m. Bestimme die Absprung-
hohe, die gewahlt werden miisste, um mit 140 ‘% weiter als 50 m zu springen.

d) Fiir das Aufstellen eines Rekords wird iiberlegt, wie sich eine Vergroflerung der Geschwindigkeit und
der Absprunghohe auf die Flugweite auswirken. Bestimme allgemein, wie sich die Flugweite bei

(1) einer Verdopplung der Geschwindigkeit bei gleich bleibender Hohe
(2) einer Verdopplung der Hohe bei gleich bleibender Geschwindigkeit
andert.

4 Bearbeitet nach: Elemente der Mathematik, Unterrichtsmaterialien, Band 3, S. 68, Schroedel, Hannover 2002.
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35. Briicken Lésung S. 153

Spannweite B

an)

o:
=
o

o) ‘ o)

In der obigen Abbildung sichst du eine Héngebriicke. Ihre Spannweite betrigt 40 m, die Hohe der oberen
Befestigungspunkte {iber der Fahrbahn betrdgt 12,5 m. Die Fahrbahn ist an zwei Haupttrageseilen aufge-
héngt.

a)

b)

d)
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Die Hauptseile im mittleren Abschnitt haben annidhernd die Form einer Parabel. Diese ist in dem un-
ten stehenden Koordinatensystem noch einmal dargestellt.

y
A

\ 4
=

Zeichne die Langenangaben in das obige Koordinatensystem ein und gib dann die Koordinaten der
Punkte 4 und B an.

Im Folgenden werden 4 Vorschldge fiir eine Funktionsgleichung gemacht, die zu der abgebildeten
Parabel gehort. Wéhle den korrekten Vorschlag aus.

() f)=x  (2) f(x) =40x+12,5  (3) f(x) =0,03125x (4) f(x) = 12,5x + 40

In der Abbildung ganz oben auf dieser Seite kann man erkennen, dass die Fahrbahn in regelméfigen
Abstidnden mit senkrechten Stahltrageseilen an den Hauptseilen befestigt ist. Im mittleren Bereich der
Briicke befinden sich auf jeder Fahrbahnseite 6 Trageseile. Bestimme rechnerisch die Gesamtlinge
der Stahltrageseile, die fiir den mittleren Briickenabschnitt fiir beide Fahrbahnseiten bendtigt werden.

In der unten stehenden Abbildung ist eine Eisenbahnbriicke dargestellt, die iiber eine Straf3e fiihrt.
Der Bogen der Briicke bildet eine Parabel mit der Gleichung fix) =—0,16x2.

y
A

o
o

Hohe
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Begriinde mithilfe einer Rechnung, dass die maximale Hohe der Durchfahrt 4 m betragt.

Bestimme rechnerisch, wie breit ein 3,19 m hoher LKW sein darf, damit er gerade noch unter der
Briicke hindurch fahren kann. Dabei darf er entsprechend den Verkehrsregeln nur auf der rechten
Fahrbahnseite fahren.

e) Eine andere Briicke hat die Form einer Pa-
rabel mit den folgenden Eigenschaften y
(Langen in m): |

Der Scheitelpunkt der Parabel ist S (0 145). Autobahn

Der Stiitzpfeiler p; trifft den Parabelbogen i
im Punkt P (50/20). p| P2 7 D3 |4

Fiir den Briickenbogen gilt die allgemeine Gleichung y = ax” +c.

Bestimme a und ¢ und zeige, dass die Gleichung fiir den Briickenbogen y = —sz +45 lautet.
100

f) Wie weit sind die FuBpunkte der Pfeiler p; und p4 voneinander entfernt?
Berechne und runde das Ergebnis auf einen ganzzahligen Wert.
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36. Flacheninhalt eines Rechtecks Lésung S. 155

Wir betrachten Rechtecke mit folgenden Eigenschaften:

Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen, ein Eckpunkt liegt im Ursprung O und einer auf der
Geraden g.

In der Skizze siehst du zwei Beispiele: die Rechtecke OBCD und OEFG (Seitenldngen bzw. Einheiten der

Achsen in cm).

)% A

¢ } \.F\\
. ™~
\ .

L . 4
o B 5 E 10 ~

a) Berechne den Flacheninhalt der Rechtecke OBCD und OEFG. Die Zahlen sind in Zentimetern ange-
geben.

b) Gib die Geradengleichung fiir g an.
(Sollte dir dies nicht gelingen, arbeite mit der folgenden — nicht mit der Losung iibereinstimmenden —
Geradengleichung weiter: A(x) =-0,5x +5,5.)

c) Entscheide, ob der Punkt (-2 | 7,5) auf der Geraden g liegt.

d) Die Flacheninhalte der beiden betrachteten Rechtecke OBCD und OEFG sind unterschiedlich grof3.

Bestimme die Funktionsvorschrift fiir die Funktion 4, mit welcher die Flacheninhalte der Rechtecke
berechnet werden konnen.

(Sollte dir dies nicht gelingen, arbeite mit der folgenden (nicht mit der Losung {ibereinstimmenden)
Funktionsgleichung weiter: 4(x) =—0,5 x* + 5,5 x.)
e) Bestimme das Rechteck mit dem maximalen Fladcheninhalt.
f) Man kann den in e) betrachteten Sachverhalt verallgemeinern:
Durch f(x)=ax+b mita <0und b > 0 ist eine beliebige Gerade f gegeben, deren entsprechende

Rechtecke auch im 1. Quadranten liegen.
Zeige; dass das Rechteck mit dem maximalen Flédcheninhalt fiir jede solche Gerade bei

—1 :
xmax -2 xNullstelle hegt'
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37. Rechteck im Trapez Lésung S. 157

Das nebenstehende Trapez ABCD ist in ein Koordinaten-
system eingetragen mit A(0 10), B(8 10), C(8l 3) und g
D(0] 15).

Jeder Punkt der Trapezseite CD ist Eckpunkt eines
Rechtecks, das dem Trapez einbeschrieben ist. Die Seiten
der einbeschriebenen Rechtecke sind parallel zu den Ko-
ordinatenachsen. Der Punkt 4 ist Eckpunkt eines jeden
einbeschriebenen Rechtecks.

a) Berechne den Flidcheninhalt des Trapezes ABCD.

b) Der Punkt P(2]y) liegt auf der Seite CD und ist somit
Eckpunkt eines einbeschriebenen Rechtecks.

Trage das zugehorige Rechteck in die Figur ein und i
bestimme seinen Flécheninhalt. A

c) Bewegt sich der Punkt P(x | ) auf der Strecke CD, so 4ndert sich der Flicheninhalt 4 des zugehorigen
Rechtecks. Begriinde, dass sich der Flacheninhalt A4 durch die Funktionsgleichung

A(x)=x-(-1,5x+15)=-1,5x2+15x
berechnen lasst, wobei x die erste Koordinate des Punktes P ist.

d) Bestimme das einbeschriebene Rechteck, das den grofiten Flacheninhalt hat.
Begriinde deine Vorgehensweise.

e) Der Punkt PS(%|@
13 13

j liegt auch auf der Seite CD .

Gib die Gleichung der Geraden durch 4 und Pg an und zeige, dass diese Gerade senkrecht auf der
Seite CD steht.

Hinweis:
Du kannst Geradensteigungen betrachten oder zeigen, dass das Dreieck AP sD rechtwinklig ist.
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38. Lohnerhoéhung Lésung S. 158
A
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Die Grafik zeigt drei verschiedene Modelle (Modell A, Modell B, Modell C) fiir Lohnerh6hungen.

a) Bestimme mittels einer Tabelle (200 €, 400 €, 600 €, ..., 1600 €) die Lohnerh6hungen der verschiede-
nen Modelle in Abhédngigkeit vom Lohn.

b) Erstelle eine weitere Grafik fiir die verschiedenen Modelle, die den Zusammenhang zwischen dem
Lohn (in €) und der Lohnerh6hung (in %) darstellt.

¢) Beide Grafiken stellen den gleichen Sachverhalt dar. Eine soll in einer Veroffentlichung erscheinen
(z. B. als Zeitungsartikel). Welche wiirdest du auswéhlen, wenn du Modell A bevorzugst?
Begriinde deine Wahl.

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Ab-
schluss, 2003.
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39. Herr Sorgenfrei Lésung S: 159

Herr Sorgenfrei mochte 50 000 Euro als Altersvorsorge anlegen. Sein Bankberater bietet ihm zwei
Modelle an: Beim ersten Modell wird das Geld fiir 16 Jahre festgelegt. Dann erhdlt Herr Sorgenfrei
93 649,06 Euro ausgezahlt. Beim zweiten Modell gibt es nur 3,25 % Zinsen pro Jahr. Dafiir ist der nach
16 Jahren ausgezahlte Betrag steuerfrei (Kapital bildende Lebensversicherung).

a) Berechne, mit welchem Zinssatz das Geld von Herrn Sorgenfrei nach dem ersten Modell jéhrlich
verzinst wird.

b) Wenn das Geld nach dem ersten Modell ausgezahlt wird, muss Herr Sorgenfrei seinen Gewinn mit
25 % versteuern.
Berechne andererseits, mit wie viel Geld Herr Sorgenfrei beim zweiten Modell nach 16 Jahren rech-
nen kann.
Vergleiche die Ertrage der beiden Geldanlagen miteinander.

¢) Die Schwester von Herrn Sorgenfrei mdchte zum gleichen Auszahlungszeitpunkt ebenfalls iiber
93 649,06 Euro verfiligen. IThre Entscheidung dafiir trifft sie aber zwei Jahre spéter als ihr Bruder. Gib
an, wie viel Startkapital sie einsetzen muss, um nach dem zweiten Modell auf die gewiinschte Summe
zu kommen.

d) Herr Sorgenftei ist sehr vorsichtig. Er rechnet fiir die Zukunft mit einer jdhrlichen Geldentwertung
von 2 % (Inflationsrate).
Berechne, wie hoch die Kaufkraft von 50 000 Euro nach 16 Jahren dann noch ist.
Berechne dann, wie hoch beim ersten Modell die Kaufkraft des Vermdgens von Herrn Sorgenfrei
(einschlieBlich Zinsen und nach Abzug der Steuern) nach 16 Jahren ist.

e) Berechne, wie lange Herr Sorgenfrei sein Geld nach dem zweiten Modell anlegen muss, um den Be-

trag zu verdoppeln. Berechne, wie lange er 100 000 Euro anlegen muss, um auch diesen Betrag zu
verdoppeln. Erkldre den Zusammenhang zwischen den beiden Ergebnissen.
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40. Lotterie auf dem Schulfest Lésung S. 160

Eine 10. Klasse mochte zur Gestaltung eines Schulfestes durch eine Lotterie beitragen.

In einer Lostrommel sollen sich verschiedenfarbige Kugeln befinden, die am Ende des Schulfestes nach-
einander ohne Zuriicklegen gezogen werden. Wer diese Reihenfolge richtig getippt hat, erhilt einen Ge-
winn. Die Teilnehmer der Lotterie geben ihren Tipp vor der Ziehung auf einem Losschein ab. Die Schiile-
rinnen und Schiiler gehen davon aus, dass sie etwa 500 Tippscheine verkaufen werden.

Zur Vorbereitung der Lotterie nutzen die Schiiler ihre Stochastik-Kenntnisse und iiberlegen zuerst, wie
viele Kugeln sie in die Lostrommel legen wollen.

a) Ein erster Vorschlag ist, eine rote, eine blaue und eine gelbe Kugel in die Lostrommel zu tun.
Gib alle mdglichen Ergebnisse an.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir die Reihenfolge: rot — blau — gelb.

Der Klasse erscheinen nach diesen Betrachtungen 3 Kugeln als zu wenig. Es wird entschieden, zwei wei-
tere Kugeln (weil3, schwarz) in die Lostrommel zu geben.

b) Bestimme die Anzahl der moglichen Ergebnisse mit fiinf Kugeln.

¢) Bestimme einen sinnvollen Schétzwert fiir die Anzahl der Gewinne, wenn alle Tippscheine verkauft
werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler kalkulieren zunédchst mit einem Preis von 1,50 € pro Tippschein. Sie haben
25 € Kosten fiir die Vorbereitung der Lotterie und wollen 5 Gewinne im Wert von je 100 € kaufen. Au-
Berdem wollen die Schiiler 30 % der Verkaufseinnahmen fiir ihre eigene Abschlussfeier behalten.

d) Beurteile, ob die Schiiler mit dieser Planung die vorgegebenen Ziele erreichen konnen, wenn alle
Tippscheine verkauft werden.
Auch wenn alle Tippscheine verkauft werden, birgt die Planung mogliche Risiken. Beschreibe und
beurteile ein Risiko.

e) Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass eine bestimmte Anzahl von Ge-
winnen auftritt.

Anzahl der Gewinne 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wabhrscheinlichkeit in
Prozent

1,564 |13,4|187]19,5(163|11,3| 6,7 | 3,5 | 1,6 | 0,7

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 10 Gewinne auftreten, betragt etwa 0,4 %.
Erstelle mithilfe dieser Tabelle eine risikodrmere Planung (fiir 5 Kugeln in der Lostrommel) und be-
griinde sie.
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41. Lotterie Lésung S. 161

Eine Klasse mochte auf dem Schulfest eine Lotterie durchfiih-
ren. Dafiir verwenden sie finf Holzplattchen, auf denen je eine
der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 steht (siche Abbildung).

Diese fiinf Plattchen werden nacheinander ohne Zuriicklegen
aus einer Lostrommel gezogen und in der gezogenen Reihenfol-
ge hintereinander gelegt. Sie bilden dann eine flinfstellige Zahl.

a) Bestimme die Anzahl der moglichen Zahlen, die gezogen werden kdnnen.
(Zur Kontrolle: 120).

Die Schiilerinnen und Schiiler stellen dazu nun 1200 Lose her, auf denen je eine der 120 moglichen Zah-
len als Losnummer gedruckt wird. Sie machen das so, dass insgesamt jede Losnummer genau 10-mal
vorkommt.

Im Laufe des Schulfestes sollen die Lose verkauft werden. Zu einem geeigneten Zeitpunkt findet danach
die ,,Ziehung* statt, wobei mit den 5 Pléttchen — wie beschrieben — die Gewinnzahl gezogen wird.

Die Klasse iiberlegt sich einen ,,Gewinnplan®, der als Plakat {iberall ausgehidngt werden soll (siehe Anla-
ge)-

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kéufer eines einzigen Loses, dass er einen Gutschein fiir
ein Buch gewinnt.

¢) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kédufer eines einzigen Loses, dass er einen Gutschein fiir
. . . . . 5 1
eine ,,Riesenwurst mit Beilage™ gewinnt (zur Kontrolle: p = 0 = e ).
Die Schiiler planen, ein einzelnes Los fiir 0,50 € zu verkaufen.
Material und Druckkosten betragen insgesamt 12 €.

Die Kugelschreiber sind als Werbegeschenk von einem Elternvertreter gestiftet worden.
Eine ,,Riesenwurst mit Beilage* kalkulieren die Schiiler mit 2 € und ein Buch mit 30 €.

d) Berechne, wie viel Geld die Schiiler bei ihrer Kalkulation iibrig behalten werden, wenn sie alle 1200
Lose verkaufen.
Bei der staatlichen Lotterie miissen mindestens 50 % der Einnahmen fiir Gewinne ausgegeben wer-
den. Entscheide, ob das bei der hier betrachteten Lotterie der Fall ist.

e) Bestimme, wie viel Geld die Schiiler bei ihrer Kalkulation mindestens {ibrig behalten werden und wie
viel hochstens, wenn sie nur 1 000 Lose verkaufen werden.

Hinweis: Gutscheine fiir nicht vergebene Preise brauchen auch nicht bezahlt zu werden.

f) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kéufer eines einzigen Loses, dass er iiberhaupt etwas ge-
winnt.
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Gewinnplan

fur das groRe Zahlengewinnspiel

Heute 17 Uhr Ziehung der Gliickszahl

Vergleicht die Glickszahl mit Eurer Losnummer!
> Die letzte Ziffer ist richtig:
Gewinn: Ein Super-Kugelschreiber
> Die letzten beiden Ziffern sind richtig,
aber nicht die ganze Zahl.

Gewinn: Gutschein fiir eine Riesenwurst mit Beilage

» Die Gluckszahl stimmt mit der Losnummer Uberein:

Gewinn: Gutschein fiir ein wertvolles Buch
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42. Spielenachmittag Lésung S. 163

Bjorn und Eva verbringen den Nachmittag damit, miteinander zu ,,wiirfeln“. Sie verwenden einen norma-
len Spielwiirfel (Laplace-Wiirfel) mit den Zahlen 1 bis 6.

Jeder darf einmal wiirfeln. Wer die hohere Augenzahl hat, gewinnt. Bei zwei gleichen Zahlen endet das
Spiel unentschieden.

Zunichst wirft Bjorn als erster.

a)

b)

e Bjorn hat eine ,,2° gewiirfelt. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er noch gewinnt.
e Bjorn hat eine ,,3° gewiirfelt. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass nun Eva gewinnt.

e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Spiel unentschieden ausgeht.
e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Eva eine ,,2* wiirfelt und damit gewinnt.

e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Bjorn eine ungerade Zahl wiirfelt und damit ge-
winnt.

Eva mochte nun unbedingt als erste wiirfeln. Entscheide, ob ihr dies einen Vorteil bringen
wiirde.

Die beiden beschlieBen eine Abwandlung des Spieles: Bjorn wirft wieder zuerst und dann Eva. Wenn
zwel gleiche Zahlen gewiirfelt werden, wiirfelt Eva solange weiter, bis sie eine andere Zahl als Bjorn
hat.

Begriinde sinnvoll (ohne Rechnung), dass das Spiel fair ist.

Beide setzen pro Spiel je 10 Cent, und der Gewinner bekommt jeweils den ganzen Einsatz. Nachdem

die beiden 50 Runden gespielt haben, ist Eva im Plus: Sie hat einen Uberschuss von 40 Cent. Bjérn
beschwert sich: ,,Das kann doch gar nicht sein!* Setze dich mit der Behauptung Bjorns auseinander!

71



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufeaben Mathematik

Idee der Wahrscheinlichkeit

43. Verkehrszahlung

Lésung S. 164

An einer HauptstraBe wird wahrend mehrerer ganzer Werktage eine Verkehrszidhlung durchgefiihrt, bei
der ermittelt wird, wie viele Personenkraftwagen in der jeweiligen Stunde vorbeikommen. Dabei werden
gleichzeitig die Pkws gezahlt, in denen der Fahrer nicht angeschnallt ist. Die Ergebnisse dieser Zahlung
sind in der folgenden Tabelle und im Diagramm zusammengefasst:

Zeitraum 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5.6 6-7 7-8 89 | 9-10 | 10-11 | 11-12
An;igsder 243 168 105 122 | 457 | 1452 | 2512 | 4420 | 3613 | 1625 | 1471 | 1859
Anzahl nicht
angeschnall- | 67 52 38 41 62 105 187 | 269 | 256 157 122 175
ter Fahrer
Zeitraum | 12-13 | 13-14 | 14-15 | 15-16 | 16-17 | 17-18 | 18-19 | 19-20 | 20-21 | 21-22 | 22-23 | 23-24
A“Iz,ilxsder 2067 | 1898 | 2856 | 3980 | 4824 | 5468 | 3765 | 2603 | 1520 | 1288 | 956 | 723
Anzahl nicht
angeschnall- | 203 169 | 284 | 395 | 388 | 424 | 382 | 326 | 214 197 172 150
ter Fahrer
Verkehrszahlung Anzahl nicht
B Anzahl der PKWs n angeschnallter Fahrer
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Betrachte die Aussagen a) bis g) iiber die Verkehrszdhlung und entscheide, ob sie aufgrund der Daten

richtig sind. Begriinde jeweils deine Entscheidung.
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a) Der Verkehr war am spéten Nachmittag am starksten.

b) Wihrend der Nachtstunden von 22 Uhr bis 7 Uhr wurden nicht mehr Autos gezéhlt als in einer belie-
bigen Stunde am Nachmittag.

c) Je stiarker der Verkehr, desto groBer ist der Anteil der nicht angeschnallten Fahrer.

d) Im Durchschnitt fuhren etwa 1500 Pkws in jeder Stunde an den Verkehrszihlern vorbei.

e) Zu Spitzenzeiten kommt mehr als ein Auto pro Sekunde vorbei.

f) Zwischen 5 Uhr und 18 Uhr {ibersteigt der Anteil der nicht angeschnallten Autofahrer nie 10 %.

g) Von 0 bis 4 Uhr ist mehr als ein Viertel der Autofahrer nicht angeschnallt.

h) Die ortliche Tageszeitung berichtet mit der Schlagzeile: ,,Nachts fahren die meisten Autofahrer nicht
angeschnallt” {iber die Ergebnisse der Verkehrszéhlung.

Diese Schlagzeile enthilt verschiedene Interpretationsmoglichkeiten. Setze dich mit zwei dieser Inter-
pretationsmoglichkeiten auseinander.

73



Schriftliche Uberpriifung an Gymnasien, Klasse 10, Beispielaufeaben Mathematik

Idee der Wahrscheinlichkeit

44. Mensch argere dich nicht Lésung S. 166

Die dunkle Spielfigur ist am Zug. Gehe davon
aus, dass sie auch beim Werfen einer 6 bewegt
wird.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die
dunkle Spielfigur beim nichsten Wurf

a) in das Haus, d. h. auf die Felder a, b, ¢ oder
d, gelangt,

b) weder die andere Spielfigur schldgt noch in
das Haus gelangt.

Beim Spielbeginn braucht man eine Sechs, um eine Figur auf das Startfeld stellen zu konnen. Hat man
keine Figur im Feld, so hat man drei Versuche, um eine Sechs zu wiirfeln; gliickt hier keine Sechs, muss
man bis zur ndchsten Runde warten.

c) Felix hat im ersten Wurf eine Zwei gewiirfelt, im zweiten Wurf eine Fiinf.
Gib an, mit welcher Wahrscheinlichkeit er im dritten Wurf eine Sechs wiirfelt.

d) Wenn man ,,Gliick hat“, kann man in der ersten Runde (also mit hochstens 3 Wiirfen) seine Figur auf

das Startfeld stellen.
Beschreibe die Situation durch ein Baumdiagramm. Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, ,,Gliick
zu haben®. Interpretiere ,,Gliick haben* mithilfe deines Ergebnisses.

e) Felix hat es schon drei Runden lang nicht geschafft, eine Figur einzuwiirfeln. Den Trénen nahe sagt
er: ,,Das ist so unfair! Das passiert nur in jedem tausendsten Fall, und ausgerechnet bei mir muss das

passieren!*
Entscheide, ob Felix Recht hat.

f) ,,Ach was, hab‘ dich doch nicht so!“ antwortet seine Schwester Miriam. ,,Schau, wir sind vier Spieler,
und da muss man schon davon ausgehen, dass einer von ihnen im ersten Durchgang nicht raus-
kommt.*

Beurteile Miriams Argumentation und vergleiche sie mit der von Felix.
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45. Quader Lésung S. 167

Gerd, Frauke und Martha wollen auf ithrem Schul- T

fest eine Wiirfelbude aufmachen. 3
1,3 cm

¥

Allerdings soll nicht mit einem normalen Wiirfel, 6
sondern mit einem Quader (siche Abbildung) ge-
worfen werden. 5

drei einen Zuschuss fiir die nidchste Klassenreise

Mit dem Erlos aus dem Wiirfelspiel mochten die / 2.3 cm
erwirtschaften. +— 2cm —>

a) Bevor sie sich ein schones Spiel liberlegen kdnnen, miissen die drei erst einmal wissen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die einzelnen Zahlen geworfen werden. Deshalb haben sie das Quaderwerfen
ausprobiert. Jeder hat 400-mal geworfen. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
fasst.

Berechne jeweils die absoluten Gesamthaufigkeiten fiir die einzelnen geworfenen Zahlen.
Berechne auch die relativen Héufigkeiten als Dezimalzahlen auf zwei Stellen nach dem Komma.
Gib die relative Haufigkeit als Prozentzahl ohne Nachkommastelle gerundet an.

1 2 3 4 5 6
Gerd 43 34 122 119 40 42
Frauke 43 36 115 125 33 48
Martha 46 35 117 123 32 47
Absolute Haufigkeit
Relative Haufigkeit

Relative Haufigkeit in Prozent

b) Gerd ist noch nicht zufrieden. Er meint: ,,Diese relativen Haufigkeiten konnen doch noch nicht unsere
endgiiltige Vorhersage darstellen. Ich schlage deshalb vor, die folgenden Wahrscheinlichkeiten als
Vorhersagemoglichkeit zu nehmen:

1 2 3 4 5 6
Wabhrscheinlichkeit in Prozent 11 9 30 30 9 11

Beurteile Gerds Vorschlag, indem du die Griinde fiir seine Uberlegungen darstellst.

c) Fiir ihr Spiel haben sie sich einen Gewinnplan iiberlegt:
Jeder Spieler zahlt einen Einsatz von 1 €. Dann wird einmal mit dem Quader geworfen.
Wird eine 2 oder eine 5 geworfen, so erhilt der Spieler 5 € ausbezahlt. Ansonsten wird der Finsatz
einbehalten.
Konnen die drei damit rechnen, einen Gewinn zu machen? Begriinde durch eine Rechnung.
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d)

76

Sie mochten pro Spiel einen durchschnittlichen Gewinn von 0,70 € erzielen. Dabei sollen Einsatz und
Spielbedingungen gleich bleiben, sie méchten nur die Auszahlungssumme von 5 € verdndern.
Bestimme, welche Auszahlungssumme x zu diesem neuen Durchschnittsgewinn fiihrt.

Beurteile dein Ergebnis in Bezug auf die Attraktivitéit des Spiels.

Die drei entscheiden sich fiir die Spielvariante aus Teil c).

Frauke behauptet: ,,Wir miissen ein Startkapital von 10 € mitbringen.“ Martha antwortet: ,,Das brau-
chen wir nicht. Wir machen doch pro Spiel einen Gewinn.” Gerd wirft ein: ,,Ich stimme Frauke im
Prinzip zu. Nur meine ich, dass wir mit dem Startkapital von 10 € nicht auskommen.*

Entscheide, wer Recht hat, indem du die Wahrscheinlichkeiten fiir # Auszahlungen hintereinander
(1 £n £ 10) bestimmst und in deine Argumentation mit einbeziehst.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

46. Triebwerke Lésung S. 169

Ein neues Airbusmodell soll 4 Triebwerke haben. Dazu werden neue Triebwerke konstruiert. Der Herstel-
ler der Triebwerke gibt bei regelmiBiger Wartung die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir jedes Triebwerk
wihrend eines Langstreckenflugs mit ¢ = 10 an.

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe kannst du davon ausgehen, dass die Triebwerke unabhdngig vonei-
nander ausfallen.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem dieser regelmifBig gewarteten neuen Airbus-
modelle wihrend eines Langstreckenfluges

kein Triebwerk ausfillt,

alle Triebwerke ausfallen,

drei Triebwerke ausfallen,

e mindestens ein Triebwerk ausfallt.

Verwende — wenn notig — flir die Losungen die Exponentialschreibweise.

b) Ein Schiiler méchte die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass bei einem Langstreckenflug des neuen
Airbusmodells genau ein Triebwerk ausfallt. Er rechnet.
P("genau ein Triebwerk fillt aus") = 0,0001-0,9999° = 0,00009997 ~ 0,001 % .

Seine Lehrerin stellt fest, dass er bei dieser Berechnung drei Fehler gemacht hat.

Gib die Fehler an und korrigiere sie.

c) Eine Fluggesellschaft plant 100 der neuen Airbusmodelle zu erwerben. Jedes Flugzeug soll im

Durchschnitt jahrlich 300 Langstreckenfliige absolvieren.
Die Fluggesellschaft verlangt vom Triebwerkhersteller, dass es zu nicht mehr als 2 Triebwerksaus-
fallen im Jahr kommt. Berechne, ob diese Forderung mit den Triebwerken zu erfiillen ist.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

47. Dominosteine Lésung S. 170

Anna und Leo haben im Urlaub lange und viel Domino gespielt. Nun mochten sie etwas Abwechslung
haben und iiberlegen, wie sie mithilfe der Dominosteine ein neues Spiel erfinden kénnen.

Anna schlédgt vor: ,,Wir denken uns eine Regel aus, sodass entweder du gewinnst oder ich. Der Gewinner
erhdlt 1 Spiel-Euro. Bei jedem Spielzug liegen alle Steine umgedreht auf dem Tisch. Ein Stein wird auf-
gedeckt und der Gewinner festgestellt. AnschlieBend wird der Stein wieder umgedreht, wir mischen die
Steine und das Spiel geht weiter.*

Ein Dominospiel besteht aus 55 unterschiedlichen Steinen (siche Abbildung).

&*aaaEEHE
252

a) Leo meint: ,Lass uns die Regel in Abhéngigkeit von der Gesamtaugenzahl auf einem Stein aufstel-
len.” Dazu benétigen sie die folgende Tabelle. Bestimme die jeweiligen Anzahlen und trage sie in die
Tabelle ein.

—
[\
w
AN
9]
(@)
|
oo
O

Gesamtaugenzahl 0 10 |11 (12 |13|14|15]16|17|18

Anzahl der Steine

b) Leo schldgt nun die folgende Spielregel vor: ,,Hat der aufgedeckte Stein eine einstellige Augenzahl,
gewinne ich. Sonst gewinnst du.” Anna ist damit nicht einverstanden: ,,Das Spiel ist nicht fair. Du
wiirdest hiufiger gewinnen als ich.*

Entscheide, ob Anna Recht hat.

c) Beurteile, ob mit einer anderen Aufteilung der Steine zwischen Anna und Leo ein faires Spiel moglich ist.
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d) ,,Wir miissen den Gewinn verdndern* meint Anna. ,,Ich schlage vor, dass du 40 Eurocent bekommst,

wenn der aufgedeckte Stein eine einstellige Augenzahl hat, anderenfalls bekomme ich 60 Eurocent.*
Beurteile diesen Vorschlag unter dem Gesichtspunkt eines fairen Spiels.
Bestimme, welcher Gewinn oder Verlust fiir Leo bei 50 Ziehungen zu erwarten ist.

Anna und Leo haben sich einen neuen Gewinnplan ausgedacht. Diesmal wollen sie die Frage, ob das
Spiel fair ist, nicht durch eine Rechnung beantworten, sondern durch die Durchfiihrung von 50 Spie-
len.

Nachdem die beiden 50-mal entsprechend dem neuen Gewinnplan gespielt haben, hat Anna viel mehr
Spielgeld als Leo.

“Damit haben wir gezeigt, dass unser neuer Gewinnplan nicht fair ist, meint Leo. ,,Das finde ich
nicht, sagt Anna, ,,wir haben doch nur 50-mal gespielt. Wir hétten viel hdufiger spielen miissen, da-
mit sich die Gewinne und Verluste ausgleichen.*

Entscheide, wer Recht hat.

Bestimme einen moglichen Gewinnplan fiir ein faires Spiel.
Damit man viele Gewinnpldne entwickeln kann, wird eine Strategie benotigt. Beschreibe eine solche
Strategie.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

48. Wortlegespiel Lésung S. 171

In einem Wortlegespiel wie z. B. Scrabble werden nur die 26 GroBbuchstaben des Alphabets (d.h. kein A,
0, U) verwendet. Die Buchstabenplattchen sind wie folgt vorhanden:

Buchstabe A E I O U iibrige Buchstaben (Konsonanten)

Anzahl 25 1 30 | 15 | 10 | 10 jeweils 18

a) Zeige, dass es insgesamt 468 Buchstabenplittchen sind.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir das einmalige Ziehen eines Buchstabenplittchens mit
—einem A,
— keinem B,
— einem Konsonanten,
— einem der letzten 13 Buchstaben des Alphabets.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei dreimaligem Ziehen eines Buchstabenpléttchens
ohne Zuriicklegen
— drei Vokale gezogen werden,
— erst ein Vokal, dann ein Konsonant und dann wieder ein Vokal gezogen werden.

d) Sarah triumphiert: sie hat viermal gezogen und zwar (in dieser Reihenfolge) die Buchstaben
H A U S. Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Erfolg.

e) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, die vier Buchstaben aus d) o/ne Beriicksichtigung der Rei-
henfolge zu ziehen. Vergleiche deine Ergebnisse aus d) und e) miteinander.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

49. Pralinenherstellung Lésung S. 173

Die Firma Sprengli ist ein traditionsreicher Hersteller edler Schokoladen und Pralinen. Familie Heine-
mann kauft immer die ,,Pralinés Top Four®, eine Auswahl 20 handgemachter Pralinés der vier beliebtes-
ten Sorten in je gleicher Stiickzahl.

a) Eine der Sorten enthilt eine Alkoholfiillung, welche die kleine Tochter Nicole nicht essen soll. Eines
Tages bleibt die Packung unbeaufsichtigt liegen. Nicole 6ffnet diese heimlich und nimmt sich 2 Pra-
linen heraus. (Nicole kann dabei die einzelnen Sorten dulerlich nicht unterscheiden.)

Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich unter den 2 Pralinen keine Praline mit einer
Alkoholfiillung befindet.

Als der Vater eine leicht verformte Praline findet, ruft er beim Kundenservice von Sprengli an. Dieser
teilt mit, dass trotz zahlreicher Kontrollen etwa 3 % aller Pralinen nicht den allerhdchsten Anspriichen
entsprichen. Diese fehlerhaften Pralinen treten rein zufillig und unabhéngig voneinander auf.

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich in einer Schachtel genau eine fehlerhafte
Praline befindet.

¢) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich in einer Schachtel zwei oder mehr fehler-
hafte Pralinen befinden.
(Zur Kontrolle: p (zwei oder mehr fehlerhafte Pralinen) =~ 0,119)

Um die Marktposition als Edel-Anbieter zu sichern, schldgt ein Mitarbeiter der PR-Abteilung folgende
Garantie vor: Findet ein Kunde in einer Schachtel ,,Pralinés Top Four® zwei oder mehr fehlerhafte Prali-
nen vor, so kann er die Schachtel an den Hersteller einsenden und erhalt 2 Jahre lang monatlich eine
Schachtel kostenlos zugesandt.

d) Begriinde, dass eine solche Garantie den Pralinenhersteller in den Ruin treiben wiirde.Uberlege dies
anhand des Ergebnisses von c) und einer Beispielrechnung mit 100 Schachteln, die verkauft werden.

e) Um die Zahl der einwandfrei produzierten Pralinen zu erhéhen, will Sprengli die Qualititskontrollen
verbessern.
Als Ziel wird vorgegeben, dass sich langfristig in mindestens 90 % aller Packungen ausschlief3-
lich einwandfreie Pralinen befinden.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit, mit der dann jede einzelne Praline einwandfrei sein miisste,
damit die Vorgabe erfiillt wird.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

50. Volksabstimmung Lésung S. 174

Am 29. Mai 2005 stimmten die Franzosen iiber die Verfassung der Europdischen Union ab, am 1. Juni
2005 die Niederldnder.

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zu finden:

Frankreich Niederlande
Zahl der Abstimmungsberechtigten 42,0 Millionen 11,6 Millionen
Abstimmungsbeteiligung 70 % 64 %
Anteil der Ja-Stimmen 45,1 % 38,4 %
Anteil der Nein-Stimmen 54,9 % 61,6 %

a) Bestimme die Zahl der Franzosen, die sich am Referendum beteiligt haben.

b) Zeige, dass in den Niederlanden etwa 2 850 000 Biirger mit ,,Ja“ gestimmt haben.
Entscheide: Kann man sagen, dass sich in den Niederlanden die Mehrheit der Biirger gegen die Ver-
fassung entschieden hat?

c) Der franzosische Priasident und der niederlédndische Premierminister seufzen nach der Abstimmung:
»Wenn doch nur (jeweils) eine halbe Million mehr zur Abstimmung gegangen wéren und mit ,,Ja“ ge-
stimmt hétten, dann sdhe alles anders aus.*

Entscheide: Stimmt diese Aussage?

Im Vorfeld der Abstimmungen gab es in beiden Landern reprdsentative Befragungen der Biirger mit fol-
genden Ergebnissen:

Frankreich Niederlande
Zahl der Befragten 600 1200
,Ich werde zur Abstimmung gehen* 410 760
»lch werde fiir die Verfassung stimmen* 206 304
,»Ich werde gegen die Verfassung stimmen 204 456

d) Berechne, wie gut die Abstimmungsbeteiligung in den Niederlanden vorhergesagt wurde.

e) Auf den ersten Blick widerspricht das Ergebnis der Befragung in Frankreich dem Ergebnis der Ab-
stimmung.
Bestimme, wie viele der 410 befragten Wahlwilligen andere Aussage hétten machen miissen, um bei
der Befragung denselben ,,Nein“-Anteil zu erzielen wie bei der grolen Abstimmung.

Die Wahlforscher geben zu bedenken: “Wir konnen bei solchen Befragungen, bei denen wir #» Personen
interviewen, nur einen Sicherheitsbereich angeben. Die Breite dieses Bereichs berechnen wir etwa so:

1 . . . 1
b ~—". Und deswegen konnen wir sagen: Unsere Vorhersagen sind nur auf » ~100-— Prozent genau.*

n n

f) Bestimme den Wert fiir » im Falle der Franzosen und entscheide, ob das Ergebnis der Abstimmung
noch in diesem Bereich lag.
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51. Fihrerscheinpriifung Lésung S. 175

In einer Fahrschule wird seit Jahren mit den Fahrschiilern probehalber eine Vorpriifung durchgefiihrt,
kurz bevor sie sie zur theoretischen Fiihrerscheinpriifung ins Verkehrsamt gehen. Unabhéngig davon, ob
sie diese Vorpriifung bestanden haben oder nicht, kdnnen sie dann die theoretische Fiihrerscheinpriifung
im Verkehrsamt ablegen.

Ein Fahrlehrer hat die Ergebnisse der letzten Jahre von iiber 2000 Fahrschiilern als Prozentsétze gerundet
in einer sogenannten Vierfeldertafel zusammengefasst:

Theoriepriifung Theorieprﬁfung Summe
bestanden nicht bestanden
Vorpriifung bestanden 76 % 14 % 90 %
Vorpriifung nicht bestanden 4% 6 % 10 %
Summe 80 % 20 % 100 %

Der Fahrlehrer will diese Tabelle nutzen, um seinen neuen Fahrschiilern Anhaltspunkte zu geben fiir den
Fall, dass sie sich weder besser noch schlechter vorbereiten als ihre Vorginger.

a) Man kann diese Daten im Lichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung interpretieren.
Gib beispielhaft eine Interpretation des Fintrags 14 % in der ersten Zeile an. 3P

b) Man kann aus den Daten der Tabelle auch ein Baumdiagramm anfertigen (siche Anlage).
Gib in dem Baumdiagramm an den einzelnen Zweigen die Wahrscheinlichkeiten an. (6P)

¢) Bestimme die Wahrscheinlichkeit,

e dass ein Fahrschiiler, der die Vorpriifung besteht, die theoretische Fiihrerscheinpriifung nicht be-
steht,

e dass ein Fahrschiiler, der die Vorpriifung nicht besteht, die theoretische Fiihrerscheinpriifung
trotzdem besteht,

e dass ein Fahrschiiler, der die theoretische Fiihrerscheinpriifung nicht bestanden hat, schon
vorher die Vorpriifung nicht bestanden hat. (6 P)

d) Ein Fahrschiiler, der die theoretische Fiihrerscheinpriifung nicht bestanden hat und sie neu versuchen
will, rechnet seinem Fahrlehrer vor:
,,Die Wahrscheinlichkeit, nicht zu bestehen, ist 0,2; dann muss die Wahrscheinlichkeit, zweimal nicht
zu bestehen, 0,2-0,2 sein, und das sind 0,04, also gerade mal 4 %. Meine Chance, dieses Mal die

Priifung zu bestehen, ist also 96 %!
Begriinde, dass der Fahrschiiler nicht korrekt argumentiert. (3P

e) Zum nichsten Kurs haben sich 25 Fahrschiiler neu angemeldet.
Die angenommenen Wahrscheinlichkeiten sollen alle unverdndert gelten. Bestimme damit die Wahr-
scheinlichkeit, dass diesmal mindestens ein Fahrschiiler die Vorpriifung nicht besteht.
Gib auch eine Begriindung fiir deine Rechnung an. (4P)
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Anlage zur Aufgabe ,,Fuhrerscheinpriufung“

Klasse:

Name:
(Abkiirzungen: ,,Vb* fiir ,,Vorpriifung bestanden®,

&4

,,Vn“ fiir ,,Vorpriifung nicht bestanden®,
,» 1b* fiir ,,Theoretische Fahrpriifung bestanden®,
,»,In* fiir ,,Theoretische Fahrpriifung nicht bestanden®.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

52. Auf dem Jahrmarkt Losung S. 177

Das Riesengliicksrad ,,Die rote Eins* ist die besondere Attraktion des diesjdhrigen Jahrmarktes. Es be-
steht aus 36 gleich grofen Feldern, die entweder blau oder rot sind und auerdem entweder mit der Zahl 1
oder der Zahl 0 gekennzeichnet sind.

Ein Drittel der Felder sind rot, acht der 36 Felder sind mit einer 1 gekennzeichnet.

a) FErginze die folgende Tabelle mit Hilfe der obigen Angaben.

0 1 gesamt
rot
blau 6
gesamt

b) e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einmaligem Drehen ein rotes Feld mit
der Zahl 0 erscheint.

e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei zweimaligem Drehen beide Felder blau sind.

e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei zweimaligem Drehen einmal die 0 und einmal
die 1 erscheint.

c) Fiir das Gliicksspiel ,,Dreh Die Rote Eins* gelten folgende Bedingungen:
Einsatz fir einmaliges Drehen 2 €.
Auszahlung fiir rotes Feld mit 1: 10 €
Auszahlung fiir blaues Feld mit 1: 6 €
Auszahlung fiir rotes Feld mit 0: 1€
Auszahlung fiir blaues Feld mit 0: 1€

Am Ende der ersten Jahrmarktwoche wundert sich der Gliicksradbesitzer, dass er Verlust gemacht

hat.
Beurteile, ob dies zu erwarten war.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

53. Mit und ohne Brille Losung S. 178

Die Kleinstidte Fielbriick, Fielhausen und Fielwerder haben Folgendes gemeinsam:

I: Ein Drittel der Einwohner ist {iber 50 Jahre alt.
II: Die Halfte der Einwohner trigt eine Brille.

Ein Reporter fiihrt im Auftrag eines bekannten Optikers in den drei Stiddten eine Befragung durch. In den
drei Einwohnermeldedamtern stellt er jeweils folgende Fragen:

1. Wie viel Prozent der iiber 50-jihrigen in Ihrer Stadt tragen eine Brille?
2. Wie viel Prozent der Brillentrdger in Ihrer Stadt sind iiber 50 Jahre alt?
3. Wie viel Prozent der Einwohner Ihrer Stadt sind iiber 50 Jahre alt und tragen eine Brille?

Erstaunlicherweise erkldren die drei befragten Beamten zunéchst alle dasselbe: ,,Ich beantworte Thnen nur
eine der drei Fragen; die anderen Antworten ergeben sich daraus von selbst.*

Der Beamte in Fielbriick beantwortet Frage 1 mit: ,,100 %.*
Der Beamte in Fielhausen beantwortet Frage 2 mit: ,,40 %.*
Der Beamte in Fielwerder beantwortet Frage 3 mit: ,,25 %.*

a) — Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von drei zufillig ausgesuchten Personen aus
Fielbriick genau zwei ilter als 50 Jahre sind.
— Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass vier zufillig ausgesuchte Personen aus
Fielhausen alle eine Brille tragen.
— Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von zehn zufillig ausgesuchten Personen aus
Fielwerder mindestens einer eine Brille tragt.

b) Ergénze die folgende Tabelle fiir die 12 000Einwohner von Fielbriick:

Brille keine Brille gesamt
alter als 50 Jahre
50 Jahre und jlinger
gesamt 12 000

c) Bestimme die in den Fragen 2) und 3) von den Einwohnermeldeiamtern erbetenen Prozentanga-
ben fiir Fielbriick.

d) Erginze die folgende Tabelle fiir die 9 000 Einwohner von Fielhausen:

Brille keine Brille gesamt

alter als 50 Jahre

50 Jahre und jlinger

gesamt

e) Bestimme die in den Fragen 1) und 3) erbetenen Prozentangaben fiir Fielhausen.
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54. Teilzeitarbeit

Teilzeitarbeit ist ein neues heutzutage stark diskutiertes Problem unserer Gesellschaft. Derzeit sind nur
noch 79% aller Berufstitigen vollzeitbeschéftigt.

Losung S. 179

Obwohl mehr Ménner als Frauen berufstitig sind (55% der Berufstétigen sind Méanner), ist von den Teil-

zeitbeschéftigten lediglich jeder 7. ein Mann.
In einem Zeitungsartikel heif3t es: ,,Sechs von sieben berufstitigen Frauen sind teilzeitbeschaftigt. Von

den berufstitigen Mannern dagegen arbeiten weniger als 10% in Teilzeit.“

b) Erginze die folgende Tabelle mit Hilfe der obigen Angaben.

Geschlecht
w m gesamt
vollzeitbeschaftigt
teilzeitbeschéftigt 3%
gesamt

¢) Gib die Wahrscheinlichkeit dafiir an,

- dass ein zufdllig ausgewdhlter berufstatiger Mann vollzeitbeschéftigt ist,
- dass zwei zufillig ausgewdahlte Teilzeitbeschiftigte beide Frauen sind,
- dass zwei zufdllig ausgewdhlte berufstatige Frauen beide teilzeitbeschéftigt sind.

d) Beschrifte die Zweige der beiden zur Vierfeldertafel aus a) gehdrenden Baumdiagramme mit den

zugehorigen Wahrscheinlichkeiten::

Baumdiagramm 1:

Baumdiagramm 2:

e) Beurteile die beiden im Vortext angegebenen Aussagen des Zeitungsartikels.
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55. Medikament

Losung S. 180

In einer Kleinstadt wurde — unter Beriicksichtigung des Geschlechts der Testpersonen — die Wirksamkeit
eines neuen Medikamentes gegen eine bestimmte Krankheit getestet.
Hier das Testergebnis:

88

a)

b)

d)

Medikament
wirksam (w) unwirksam (u) gesamt
Minner (M) 0,51 0,19 0,70
Frauen (F) 0,18 0,12 0,30
gesamt 0,69 0,31 1,00

- Gib die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Medikament bei einem Mann wirkt.
- Gib die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das Medikament bei einer Frau wirkt.

Beschrifte die Zweige der beiden zur oben gegebenen Vierfeldertafel aus a) gehdrenden Baumdi-
agramme mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten:

Baumdiagramm 1: Baumdiagramm 2:

(L] G L]
O (D

Ol O

O O]
(D) O

O)mmn O [

Kurz nach Veroffentlichung der Studie stellt sich heraus, dass lediglich 10 000 Testergebnisse
ausgewertet worden waren. Die Daten von 1 000 Ménnern waren nicht beriicksichtigt worden.
Korrigiere die oben gegebene Vierfeldertafel unter der Voraussetzung, dass sich der prozentuale
Anteil der Wirksamkeit des Medikamentes bei Mannern durch die hinzugekommenen Daten nicht
gedndert hat.

Nun wird vermutet, dass bei Frauen schon einer schwichere Dosis des Medikamentes wirksam
sein konnte, bei Ménnern jedoch nicht. Es wird in einer anderen Stadt ein entsprechender Test mit
niedrigerer Dosis durchgefiihrt. Beschreibe, wie sich die Werte a, b, ¢ und d voraussichtlich &n-
dern wiirden, wenn die Vermutung richtig wire und begriinde diese Anderung.

Medikament
wirksam (w) unwirksam (u) gesamt
Mainner (M) a b atb
Frauen (F) c d c+d
gesamt a+tc b+d atb+c+d
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3. Erwartungshorizonte zu den Aufgaben und Bewertungshinweise

3.1 Aufgaben, die ohne Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

3.1.1 Beispiel fur eine Prifungsaufgabe

Zuordnung,
LéSUHgSSkiZZC Bewertung
I | II | III
1. {a) 0,0045-2000=9 ) 1

b) 225min=3,75h ) 1

4
c) 3 m =80 cm a) 1

5
d) 2 =62,5% ) 1
e) (2-x)-3+4x)=—4x*+5x+6 b) 1
) u=V+w a) 1
g) 04m’ b) 1
h) 5 1 d) 1

2

1) @ =3 a) 1

NG
j) 2"=128, n=7 ) 1
k) 8 d) 1
D 375% ) 1
m) 9-(5x+§)—x a) 1
n) 120 d) 1
o) 6 ) 1
p) 70€ ) 1
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. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |1
2. la) L=102; —3}
) { 12— 1
b) L= {1;5} 1
¢) L={-42} 1
d L={1} 1
Der Punkt pro Teilaufgabe wird nur bei vollstdndiger Losung gegeben. Auch an-
dere Notationen der Losung(en) sind zuléssig.
3. la) 3,84-10°km, 10"m, 7,783-10°km, 9,461-10"”km 2| 2
b) 10000=10" 1
c) 107:50=2-10"km 2
4 | 4=36a°-2-7-(2a) =364* -8 -7-a* =4a* -(9-27) 3
5. |a) b)
Wichtig ist, dass die Hauptmerkmale der Geféalie deutlich werden. 4
Insgesamt 34 BWE| 10| 19 | 5
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Erwartungshorizonte und Bewertung

3.1.2 Weitere Beispiele fiir Teilaufgaben zum Priifungsteil |

1. Teilbarkeit
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | 1
a) | Weil die Vielfachen von 3 in 3er-Schritten aufeinander folgen, muss eine von 3
aufeinander folgenden Zahlen durch 3 teilbar sein. = Die Behauptung ist richtig. 2
b) | Weil zu 3 aufeinander folgenden Zahlen stets mindestens eine gerade Zahl und
eine durch 3 teilbare Zahl gehdrt, muss das Produkt durch 2 und durch 3 und
damit auch durch 6 teilbar sein. = Die Behauptung ist richtig. 3
¢) | 1-2-3=6; 4istnicht Teiler von 6 = Die Behauptung ist falsch. 2
Insgesamt 7 BWE 4 3
2. Druckerei
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | m
a) | Eine Postkarte kostet bei einer Auflage von 5 000 Stiick 10 Cent, denn
20000 ¢ _446=10.
5000
b) | Mit steigender Auflagenzahl sinken die Kosten pro Stiick, da die Variable im
Nenner des Terms auftritt. 2
c) | Die Kosten pro Postkarte miissen — auch bei einer sehr groen Auflagenzahl —
stets noch etwas iiber 6 Cent liegen, da immer noch etwas Positives dazu addiert 2
wird.
Oder z.B.
. 00 S I
In der Formel miisste =0 gelten. Dies ist nicht moglich.
n
d) | Materialkosten pro Karte oder Mindesteinnahme der Firma pro Karte oder ...
Alle im Kontext der Aufgabe sinnvollen Antworten sind richtig. 2
Insgesamt 7 BWE 4 2
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3. Benzinverbrauch

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT | I
a) | 35 Liter 1
b) | zwischen dem 1. und 2. Tanken: 3,75 Liter pro 100 km. 2
¢) | Aufder 3. Teilstrecke zwischen 500 km und 700 km.
Dort ist das Gefille des Graphen am grof3ten, d.h. der Inhalt des Tanks nimmt am
stirksten ab. 1 1
d) | (5+15+15):7=35:7=5.
Der Benzinverbrauch auf der Gesamtstrecke betrdagt 5 Liter pro 100 km. 2
Insgesamt 7 BWE | 1 5 1

4. Formel1

Zuordnung,
Bewertung

I | IIr| I

Losungsskizze

Geschwindigkeit
i
|
|
|
|

L

! --.._i

Moderne Formel 1-Wagen kdnnen innerhalb von wenigen Sekunden auf ihre Hochst-
geschwindigkeit beschleunigen. Nach dem Start beschleunigt der Rennwagen bis zur
Hochstgeschwindigkeit. Kurz vor der Kurve (1) wird abgebremst, um gegen Ende der
Kurve wieder auf die auf Hochstgeschwindigkeit zu beschleunigen. Dann fahrt der
Rennwagen eine liangere Strecke geradeaus, um dann vor der nun engeren Kurve (2)
stirker abzubremsen. Nach einer Beschleunigung wiederum auf die Hochstge-
schwindigkeit wird der Wagen aufgrund der ,,engsten” Kurve (3) am stéarksten abge-
bremst. In der weiten Kurve (4) kann der Wagen nicht mit seine Hochstgeschwindig-
keit fahren. Die Hochstgeschwindigkeit erreicht er erst wieder auf der Zielgeraden.

Die Skizze kann natiirlich anders aussehen, sie muss jedoch den Sachverhalt sinnvoll
wiedergeben; Analoges gilt fiir die Kommentare, die auch in Stichworten sein diirfen. 5 2

Insgesamt 7 Punkte | 0 | 5 2
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5. Fillgraphen 1

Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
I | 1T |10
a/E: gleichmaBige Fiillung, deshalb linearer Verlauf des Fiillgraphen,
b/A: je hoher der Fiillstand, desto groBer der Querschnitt, Fiillhéhe wachst
langsamer,
¢/B: bis zum Flaschenhals gleichmiBige Fiillung, dann schnellere gleichméfBige
Fiillung,
d/C: erst groBer werdender Querschnitt und langsamer steigender Graph, dann
kleiner werdender Querschnitt und schneller steigender Graph,
am Hals konstant steigender Graph. 4 4
Insgesamt § BWE 4 4
6. Filligraphen 2
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a) dh h IE:Il dh
m im ma
B,
3 sl v o e a ae 3 P 3 pu —
24+ 2+ 2+
14 1o 14
1 2 m 1 2 e 12 ‘min
h h
dm4 B 4 dmA
Bg—crreeeengann 3+
2 - 2 ——
11 14
W | 1 2 m | 1 2 wh
Pro richtiger Zuordnung 1 Punkt. 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT |10
b)
h &
| 1 L
1 1 -
t
Hinweis zur Korrektur:
Das Prinzip muss erkannt sein; die Befiillung verlduft in den beiden Abschnitten
jeweils linear in Abhdngigkeit von der Zeit, zundchst schneller (Graph steiler),
dann langsamer (Graph flacher). Genauere Angaben sind wegen der fehlenden
Bemafung nicht méglich. 2
Insgesamt 6 BWE| 0 | 4 2
7. Kegel, Kugel, Zylinder
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| IT | I0
1 1 2
Vet =— 717 h=—-7-1" - 2r==27-1°
Kegel 3 3 3 |
4
VKugel :;'ﬂ'u}"S
V sgtinder =g-r*h=n-r2r=2x-r
1
2 4
VKegel : VKugel : VZylinder = 5 : E : 2=1 : 2 : 3 1 1
Insgesamt 4 Punkte | 2 | 2
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8. Radrennfahrer
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | I
A
Geschwindigkeit v T T i
4 ™ \
[l’ L——/
i
/
/
- Horizontalentfernungl s
Die Geschwindigkeit ist zunédchst konstant, verringert sich dann durch die Bergan-
fahrt auf eine niedrigere konstante Geschwindigkeit und erhoht sich auf der Hoch-
ebene wieder auf die erste konstante Geschwindigkeit. Bei der Talfahrt steigt v an
bis zur moglichen Hochstgeschwindigkeit, um nach einer gewissen Fahrtstrecke
auf der Ebene auf das anfangliche Niveau zu sinken.
Die Skizze kann natiirlich anders aussehen. Die Begriindung muss aber die we-
sentlichen Aspekte richtig erfassen.
Am Anfang der Skizze sollten beide Moglichkeiten (Anfangsgeschwindigkeit v =0
oder Fahrer hat schon bei s = 0 eine Geschwindigkeit) akzeptiert werden. 4
Insgesamt BWE 4
9. Der goldene Schnitt
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | 1T |10
a
Y e_b_ o a-(a+b)=b < a*+ab=b
b a+b 2
O | 2 +ab=b" & a’+ab-b=0=a=—0,5b++/0,250" +b* <
a=? (~1++/5)
2
Zuldssig ist auch der Nachweis durch Einsetzen des gegebenen Terms. 2 1
Insgesamt 5 BWE 4 1
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10. Geblase
Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
I | IT | I
a) | 6 Wege 1
b) | Es gibt zwei Féacher E, auf die man jeweils auf 4 Wegen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit gelangen kann:
P(E)=2-4-0,5"=0,5. 2
¢) | P(N)=1-0,2*=0,0016; bei 10 000 Kugeln wiirde man 16 im Fach N erwarten. 2
d) | P(B)=6-0,2"-0,8. 2
Insgesamt 7BWE | 1 | 6

11. Geraden
Zuordnung,
.. . Bewertung
Losungsskizze
| IT | I0
1
a) | flxy=x+2; gx)=—2x+3; h(x)=—zx 3 k(x)=-2,5 21 2
b) | zB.x=3  FEinen Punkt fiir das Einzeichnen, einen fiir die Gleichung 2
¢) | Es handelt sich nicht um den Graphen einer Funktion, da dem x-Wert (hier z.B. 3)
mehr als genau ein (sogar unendlich viele) y-Wert zugeordnet wird. 1
Insgesamt 7BWE | 2 | 5

12. Graphen zuordnen

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
1 2 2 1 2 2 3
a) | | Funktionsterm | x2 _2 | 30 4y-3 | 2y SR 2x—1 | (-2 | ¥ -3
Zugeh. Graph —— G _— A E F
Funktionsterm | 4 _3 ¥ —4 l +3 L ! _L +3
x X’ x+4 X
Zugeh. Graph -— — D — — C
. Y Y . .
Funktionsterm | - —| +1 sinx sin4x | cosx
2 2
Zugeh. Graph —— H — — K B 9
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
Fiir jede richtige Zuordnung wird 1 Punkt gegeben. Wird ein Buchstabe mehrmals
genannt, gibt es keinen Punkt beziiglich dieses Buchstabens (selbst wenn die richti-
ge Losung dabei ist).
Insgesamt 9 BWE 9
13. Besondere Werte der trigonometrischen Funktionen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
a) |Im gleichseitigen Dreieck haben alle Winkel die GréBe 60°.
Im rechtwinkligen Dreieck ergeben sich 30° aus der Winkelsumme im Dreieck.
b) | Die Schiiler konnen selbststéindig eine Seitenbezeichnung wihlen.
. a1 . 4.3 :
sin 30°= 2 =—; sin 60° = ﬁ: 2 \/_ :ﬁﬂ denn 4% = 4? _a_:gcf
a 2 a a 2 4 4 1
2 Punkte fiir sin 30°, 4 Punkte fiir sin 60°. 3
¢) [cos 60°=0,5; da cos a =sin (90° — ) oder direkt aus der Zeichnung. 1
Insgesamt § BWE 5
14. Wiirfel und Miinze
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | m
L
1 0 1 g
d 2 g i
1 17 L
3 W 1 f
3 1_ < l
2 Z P
27 1
2 25 : 4
1 A !
z i
2 5
— W ?
o 1
2 2l
oY
2
. 11 1 5
A: Genau einmal Zahl; P(4) = —-—+2-—=—
32 8 12 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT |10
. . 111 13
B: Mindestens einmal Zahl; P(B) = P(A)+—-—-— =—.
222 24
1 1 1 11
C: Keinmal Wappen; P(C)= —+—+—=—
ppens A = St ey 2
Oder: P(C)=P(B)=1-P(B)=1- B_1
' 24 24"
Insgesamt 8 BWE | 1 | 7
15. Martins Gliicksspiel
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| IT | I0
a) | A4: Es wird eine ,,1* gewlirfelt, dann eine helle Kugel gezogen.
P(A) = rz_1 )
63 9 2
b) | Nur wenn eine helle Kugel gezogen wird, macht Martin Gewinn.
Da Martin beim Ziehen einer dunklen Kugel genauso viel Geld (1€) zusétzlich
auszahlt, wie der Einsatz betrdgt, macht er beim Ziehen einer dunklen Kugel 1€
Verlust.
B: Es wird eine helle Kugel gezogen.
P(B) = 1 + 11 + 112 , d.h. P(B) ist kleiner als 50%.
9 23 32 9
Deshalb macht Martin auf lange Sicht Verlust.
oder:
C: Es wird eine dunkle Kugel gezogen.
11 12 11 5
P(C)= ——+—-—+—-—==,d.h. P(C) ist groBer als 50 %.
O 537237327 (€ ist gr ’ 4|1
Insgesamt 7 BWE 6 1
16. Berechnung im Dreieck
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | 10
Richtig sind die Ansitze 4 =./b> —a; und h= b,. 51;10[3 .
sin 2
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17. Schiefe Ebene

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
Graph 1 ist richtig. Die Geschwindigkeit der Kugel nimmt zu. 1
18. Flachen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
Die grauen Teilflichen ergidnzen sich entweder
e zuzwei Viertelkreisen bzw.
e zu cinem Halbkreis.
Die graue Fliche hat damit einen Flicheninhalt von 4,5 & cm® (etwa 14 cnr’).
In der Angabe des Fldcheninhalts kann © stehen bleiben. 3
19. Graphen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
T . . 2, 5, ) 5
erm sin x sin3x —gx —Ex —(x+1) —x*+2
Graph E A D
Term _E.x+1 _g.x+1 l+1 _ 1 2 3
2 3 X x+2 3 2
Graph F C B
4 | 2
20. Interpretation von Graphen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
Fiir die richtige Auswahl (Fallschirmspringen) gibt es 1 Punkt, fiir die ausfiihrli-
che Begriindung 4P. Mégliche Begriindungen:
i) Der Fallschirmspringer wird zundchst immer schneller, da der Fallschirm
noch geschlossen ist.
i1) Aufgrund des Luftwiderstands verlangsamt sich der Geschwindigkeitsanstieg.
iii) Die groBte Geschwindigkeit liegt im Moment des Offnens des Fallschirms
VOr.
iv) Durch das Offnen des Fallschirms verringert sich die Geschwindigkeit in
kiirzester Zeit drastisch.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
1| 1
v) Einige Zeit bewegt sich der Fallschirmspringer nun mit konstanter (ver-
gleichsweise langsamer) Geschwindigkeit.
vi) SchlieBlich landet der Fallschirmspringer und die Geschwindigkeit betragt
jetzt Null.
Die Aufgabe kann gleichwertig auch durch Ausschlussargumentation gelost
werden.
Wenn 4 der genannten 6 Begriindungsmoglichkeiten genannt werden, gibt es da-
mit volle Punktzahl. Die anderen Sportarten sind falsch, bei der Begriindung wer-
den aber Punkte vergeben, wenn Teile des Graphen richtig interpretiert wurden.
Beispiel: Der Stabhochspringer wird zundchst wihrend der Anlaufzeit immer
schneller (1P). Hochstens werden jedoch 3P von 5 P vergeben. 5
21. Graphen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
) 7] g al
b) ;
4P insgesamt; 2P pro Graph, kleinere Fehler oder Ungenauigkeiten beim Zeich-
nen der Graphen, die aber wesentliche Merkmale der Graphen noch unverfdilscht
lassen, fiihren pro Graph zu einem Punkt Abzug. 4
¢) | A ist die Umkehrfunktion zu f. 2
d) | Die Wahrscheinlichkeit betrégt (%)3 =5
Richtiger Ansatz mit einem Fehler in der Rechnung fiihrt zu einem Punkt Abzug. 2
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3.2 Aufgaben, die mit Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

1. DIN-Formate

Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
|1 |1
a) | Die Flicheninhalte stehen im Verhaltnis 2°: 1 =8 : 1.
A6 passt 8-mal in A4 (oder dhnliches). 2| 2
b) | A6 2
c) | Al:2'=2Lagen; A2:2>=4 Lagen;...; A6: 2° = 64 Lagen.
(oder ohne Zweierpotenzen Schritt fiir Schritt berechnet) 21 2
d) | e Seitenlingen eines DIN-A-Blattes:
a 1
—+=— und q,-b,=1000:
b, 2 0"
Daraus folgt
ay - @y -~/2 =1000 000
a, = 1000000 ~ 840,896...
V2
b, =~ 1189,207...
Die Seitenléngen eines DIN-A0-Blattes betragen 841 mm bzw. 1189 mm.
o Seitenldngen eines DIN-A4-Blattes:
Ein DIN-A4-Blatt passt 2* = 16-mal in ein DIN-A0-Blatt.
Dann gilt:
a, = 1000000 ~210,224...
\ 16-42
by ~297,301...
Die Seitenldngen eines DIN-AOQ-Blattes betragen 210 mm bzw. 297 mm. 6 )
e) | Die Flachen der beiden Formate stehen im Verhaltnis 2 : 1, die Seitenldngen im
Verhiltnis v2:1.
. 1 .
Das Kopiergerit muss also auf — =~ 0,707...~ 71 % eingestellt werden.
V2 4
Insgesamt 22BWE | 6 | 10 | 6
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2. Autokauf
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
Ir | 1I
2) Benzinmotor Dieselmotor
Benzinmotor jahrliche Ge- Dieselmotor jahrliche Ge-
jéhrlich gefah- " hrliche samtkosten dhrliche samtkosten
rene Strecke Krants toffkosten (Kraftstoffkos- Krants toffkosten (Kraftstoffkos-
ten + Festkos- ten + Festkos-
ten) ten)
10 000 km 809,20 € 3 100,60 € 556,50 € 3327,30 €
20 000 km 1618,40 € 3909,80 € 1 113,00 € 3 883,80 €
30 000 km 2 427,60 € 4 719,00 € 1 669,50 € 4 440,30 €

b) | Bei einer jahrlichen Fahrleistung von 30 000 km ist ein Diesel um 278,70 € billiger. 1

c¢) | Benzinauto:
.. . .. 6,8 . .
Der Kraftstoffverbrauch bei einem Kilometer ist — Liter = 0,068 Liter .
100

0,068 Liter Benzin kosten 0,068 -1,19 € =0,08092 €, also gilt fiir die Gesamtkos-
ten f'des Neuwagens mit Benzinmotor: 2
f(x)=0,08092- x +2291,40
Dieselauto:

Der Kraftstoffverbrauch bei einem Kilometer ist 33 Liter = 0,053 Liter .
100

0,053 Liter Benzin kosten 0,053 -1,05 € =0,05565 €, also gilt fiir die Gesamtkos-

ten g eines Dieselautos: 2
g(x)=10,05565-x+2770,80
Jahrliche Kilometerleistung, bei der die Gesamtkosten gleich sind:
0,08092- x +2291,40 = 0,05565- x +2770,80
0,02527-x =479,4
x=18971,1...
Ab einer jahrlichen Kilometerleistung von etwa 19 000 km ist das Dieselfahrzeug
giinstiger. 2
d) | Mehrkosten beim Kauf eines Dieselfahrzeugs: 18350 € —17275€=1075 € 1 2
1075:278,7 ~ 3,86
Herr Timm muss fast 4 Jahre fahren, um die Mehrkosten beim Kauf seines Diesel-
fahrzeugs auszugleichen. 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | III
¢) | Die Mehrkosten beim Kauf des Diesels mindern sich um den Mehrerlds beim
Wiederverkauf.
Damit rentiert sich der Diesel fiir Herrn Timm schon wesentlich friiher.
Mit den gegebenen Zahlen gerechnet, erhdlt man (1075—700):278,7 ~1,35.
Schon nach etwa einem Jahr und vier Monaten fahrt also Herr Timm mit dem Die-
sel im Plus. 1 2
) 112000-1,027° =12998,480196 .
Herr Timm kann nach drei Jahren 12 998,48 € von seinem Sparbuch abheben.
Herr Timm muss noch 18.350 € —12.998,48 € =5.351,52 € dazulegen. 3
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5
3. Computergrafik
. Zuordnung,
Loésungsskizze Bewertung
I | I | III

Die jeweils auflen librig bleibenden (4 kongruenten) rechtwinkligen Dreiecke lie-
fern mit Hilfe des Satzes von Pythagoras die nétigen Informationen.

x'=1+1=2

=72

Das erste gedrehte Quadrat hat eine Seitenlédnge von V2 m ~1,4142 m.

S = £2+ ﬁz—l
I 2 |
x,=1.

Das zweite gedrehte Quadrat hat eine Seitenldnge von 1 m.

Danach gilt:
iR ﬁ und
2 2
X, 1 \/5

x1\/5 2

oder gleich allgemein:

Die neue Seite x ist jeweils die Hypotenuse in einem gleichschenkligen rechtwink-

ligen Dreieck mit der Kathetenlénge 2.
2

2 2 2
Also gilt: x* = 21 42| =2 und damit x:,/l-s:ﬁ-s
2 2 2 2

2
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. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | IT | OO

2

Fiir den Verkleinerungsfaktor f gilt somit: f = -

b o a b . .
) Es gilt: sina=— und cos oo =— und damit ¢ =x-sino bzw. b=x-cosa.
X X

Mit s =a+b ergibt sich: s=x-sina+x-cosa=x-(sin o.+cos a).
Lost man diese Gleichung nach x auf, erhdlt man:

1
X=——""7——'5.
sin o + cos o

1

Fiir den Verkleinerungsfaktor f gilt also: f=———.
sin oL+ cos o 212

Fiir o =5° gilt: f=,;=0,92306...z92,3%.
sin 5° + cos 5°

Wenn man 36-mal dreht, muss man auch 36-mal verkleinern, und zwar jedes Mal
mit dem eben berechneten Faktor. Weil es ein Verkleinerungsfaktor ist, bedeutet
36-faches Verkleinern Potenzieren des Faktors mit dem Exponenten 36, also:
0,92306°° ~0,05601 .

Der Flacheninhalt des Ausgangsquadrates wird dann mit dem Faktor

0,05601° ~0,00314 verkleinert.

Ausgehend von einem Flacheninhalt von 4 m” hat das 36. Quadrat einen Flichen-
inhalt von ungefihr 0,01255 m’, also ca. 125,5 cm’. 4

¢) | Wir betrachten zwei ,, Tortenstiicke™ des

regelméBigen Fiinfecks: 45

Es handelt sich um gleichschenklige
Dreiecke, wobei der Winkel am Mittel-
punkt der Basis gegeniiberliegt und ein 4

Winkelmalf von 3650 =72° hat. Die bei- @h

den gleichgroflen Basiswinkel 6 haben M
jeweils ein Winkelmal3 von 54°
(Winkelsumme im Dreieck ist 180°).

Gleichzeitig erkennt man, dass der Winkel y zwischen zwei benachbarten Seiten
eines regelmaBigen Fiinfecks sich jeweils aus zwei dieser Winkel additiv zusam-
mensetzt. Das Winkelmal3 von y betrdgt also 108°.

Hinweis: Wenn die Schiilerinnen und Schiiler den Term (n — 2) -180° fiir die Win-

kelsumme eines regelmdfligen n-Ecks kennen und korrekt anwenden, ist die Losung
auch mit voller Punktzahl zu bewerten. 2
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. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | IIT |1

d) | Wir betrachten eines der in der Skizze erkennbaren (kongruenten) Dreiecke und
wenden den Sinussatz an:

a X b X
und ebenso =

sin 3  sin108°°

sin o B sin 108°

sin o sin 1
und ebenso b =x- —B

Also: a=x-— ; .
sin 108° sin 108°

Somit gilt:

sin o + sin
sin 108°

s=a+b=x

Diese Gleichung 16sen wir nach x auf und erhalten das gewlinschte Ergebnis:

_ sin108° s
sino+sinff 2

Fir o =5°gilt: 8 =180°—108°—5°=67° (Winkelsummensatz im Dreieck) 1

Also f=—Sn108% o ousg
sin 5° +sin 67° 1
Ab jetzt haben wir den gleichen mathematischen Hintergrund wie im zweiten Teil

von b). Wir miissen also die Ungleichung < f? )n < 0,1 nach » auflésen:

£ <0,1
2n-lg f<-1
-1
2-lg f
n>1991...

n>

Es sind also 20 Drehungen mit entsprechenden Verkleinerungen nétig, damit der
Flacheninhalt des letzten Fiinfecks erstmals kleiner als 10 % des Flacheninhalts des
Ausgangsfiinfecks ist.

Bemerkung: Wenn die Losung ,,empirisch* durch Ausprobieren verschiedener
Werte von n gefunden wird, ist dieser Weg mit voller Punktzahl zu bewerten. 2

Insgesamt 22 BWE| 7 | 11 | 4
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4. FuBbalifeld
Zuordnung,
LéSUHgSSkiZZC Bewertung
I | 1T |1

a) | Kleinstmdgliche Fldche: (100-64)m’ = 6 400 m’

GroBtmégliche Fliche: (110-75) m’ =8 250 m’

Die grofitmdgliche Fléache ist um ca. 29 % groBer als die kleinstmdgliche Fléche. 4
b) Lénge der Strecke BC:

Der Abstand des Elfmeterpunkts £ zur zum Tor parallelen Strafraumgrenze be-

triagt: 16,50 m —-11m=35,50m.

Der Elfmeterpunkt £, der Mittelpunkt von BC und der Punkt B (oder auch C)

bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

BC|
—| +5,50* =9,15°
|BC|=2-4/9,15> — 5,50
|BC|=14,6249...

Die Lange der Teilstrecke |BC| betrdgt ca. 14,62 m.

Die Lange der Strecke AB ist die Hilfte der Differenz aus Strafraumbreite und der

berechneten Lénge von BC.

Also gilt fiir die Lange der Strecke AB:

2

Die Lange von der Strafraumecke 4 zum Beginn des Kreissektors B betriagt unge-

fahr 12,9 m. 2 7
c) | M sei der Mittelpunkt der Torlinie.

Fiir die Strecke MD gilt: |[MD|=11+9,15=20,15.

Die Strecke vom Mittelpunkt der Torlinie M zum Punkt D ist 20,15 m lang.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir die Lange der Strecke MB:

2 2

| MBP= (#) 1+16,5% Also folgt: | MB|= \/(%) +16,5> ~18,05 .

Die Strecke MB ist kiirzer als die Strecke MD. Es ist deshalb giinstiger, beim

Strafstol am Punkt B zu stehen.

Hinweis: Hier ist auch eine Argumentation iiber Kreisbégen méglich. Der Kreis-

bogen BC (bezogen auf den Kreis mit dem Mittelpunkt M) ist flacher als der

Kreisbogen BC (bezogen auf den Kreis mit dem Mittelpunkt E). 5
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. Zuordnung,
Loésungsskizze Bewertung
I | II | III
d) .
Torbreite
7,32 m
7m
[
[
10m
Der Winkel « ergibt sich als Differenz der Winkel o und «,. Mit Hilfe der Um-
kehrung des Tangens erhélt man
oa=0,—0,
7,32+7 7
= arctan —arctan| —
10 10
~20,08°
Der Schusswinkel betragt etwa 20°. 4
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4

5. Wassertank

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | III
a) | Oberflache des zylinderférmigen Teils:

O=rx-r’*+2zrh
0O=31,4
Farbmenge: 31,4 : 8 =3,925
Man braucht ca. 4 1 Farbe. 41 2

b) | Uberschlag, zum Beispiel:

Der zylindrische Teil des Tanks hat ein Volumen von ¥, = 14 m’,
der den Tank umschreibende Zylinder hat ein Volumen von 7, ~18 m’.

Da sicher ¥, <V, <V, gilt, muss das Tankvolumen also etwa 15 m’ betragen. | 2 | 2

ank

¢) | Berechnung des Volumens

Aus ,,bis zur halben Hohe* ergibt sich » = 0,5 m (Strahlensatz) und
h=0,75m.

V=1.7.0,5"-0,75~0,196

Das Wasservolumen betrigt ca. 0,2 m®. 5 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
I | I | I
d) | Graph B stellt den Sachverhalt richtig dar.

Bei der Begriindung muss jeweils der zeitliche Verlauf der Fiillh6he in Bezie-
hung zur Form des Korpers gesetzt werden.
Graph A:
Zunichst linearer Anstieg, dann Verlauf parallel zur Zeitachse. Der zugehorige
Korper ist prismenformig (z.B. Quader, Zylinder usw.), der nach Zufluss einer
gewissen Wassermenge iiberlauft.
Graph C:
AusschlieBlich linearer Verlauf, der bei der Form des aus Kegel und Zylinder
zusammengesetzten Korpers nicht zutreffen kann.
Graph D:
Zunichst langsame Erhdhung des Fliissigkeitsstandes, zugehdriger Korper
verjiingt sich von unten nach oben, Widerspruch zur Form des Wassertanks.
Graph E:
Graph verlduft zunéchst in Rechtskurve mit nachlassendem Anstieg (passt zum
unteren Teil des Wassertanks) und anschlieBend waagerechtem Verlauf und
damit Widerspruch zur Form des Wassertanks. 2 3

Insgesamt 22 BWE | 6 | 11 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

6. Dreieck
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT |10

a) | Wegen der Gleichschenkligkeit der Dreiecke ABC und DEC haben die vier Winkel

a, B, v und ¢ alle die GroBe
180° —54°
—=63°.
2 2

b) | Die Dreiecke DEC und ABC sind dhnlich (sie stimmen ndmlich in allen Winkeln
liberein).
Ahnliche Dreiecke haben gleiche Seitenverhéltnisse.

a @ = 8 = 1 , ist auch die Hohe des Dreiecks ABC eineinhalb Mal so lang
4Bl 12 1,5

wie die des Dreiecks DEC.
Da 4, = % -s-h_, ist der Flicheninhalt des Dreiecks ABC das 1,5% = 2,25 fache des
Flacheninhalts des Dreiecks DEC.
Eine direkte Begriindung ,, Bei dhnlichen Dreiecken ist das Fldchenverhdltnis gleich
dem Quadrat des Verhdltnisses entsprechender Seiten “ ist ebenso als vollstindig an-
zuerkennen wie der Weg iiber die explizite Berechnung der beiden Fldcheninhalte. 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I |1 | 10
¢) | Fir diese Flachenberechnung ist es sinnvoll, die Lange der Hohe /4, auf der Seite
DE zu bestimmen. Dies geht am einfachsten mit dem Tangens: tand = % , also
h, =4-tan63° . Danach betréigt die Lange der Hohe 4, ca. 7,85 cm.
Der gesuchte Flacheninhalt ergibt sich dann mit 4, = L |DE|-h, zu etwa 32,4 cm’. 4
2
d) | Das Viereck ABED ist ein Trapez, da laut Aufgabenstellung die Seiten AB und
ED parallel sind.
Das Trapez ist spiegelsymmetrisch (zur Mittelsenkrechten durch 4B und ED), da
die Winkel o und B gleich sind.
Der Flédcheninhalt 14sst sich aus den Léngen der Parallelenabschnitte und der Hohe 2
gemil A4, = e, h,, bestimmen. Die H6he muss dazu noch bestimmt werden.
2
Dazu kann der zu ¢) entsprechende Ansatz verwendet werden:
h, =2-tan63°. Danach ist /7. etwa 3,93 cm lang. 5| 5
Damit ist der Flacheninhalt des Trapezes 4,, =39,25cm?.
Eleganter (und schneller) ist der Weg zum Fldcheninhalt des Trapezes, wenn man
aus b) ableitet, dass das Trapez den 1,25-fachen Fldcheninhalt des Dreiecks DEC
haben muss, und den in c) ermittelten Wert verwendet:
4, =1,25- 4, ~1,25-31,4=39,25 (cm’).
€) | Hier muss entschieden werden, ob |DB| linger oder kiirzer ist als |[DC| (oder
gleich lang).
IDC| erhilt man zB. mit dem Ansatz: cosd =——.
|DC
Danach ist die Strecke DC ca. 8,81 cm lang.
Auch ein Ansatz mit dem Satz des Pythagoras mit der bekannten Hohe h; und 4 cm
als zweiter Kathete fiihrt zum Ziel.
Fiir die Bestimmung von |DB| kann man z.B. ein Lot auf AB fillen, dessen Linge
das bekannte /7. ist, und dann den Satz des Pythagoras verwenden:
|DB|=\/10? + h, > ~10,74 .
Auch ein Ansatz mit dem Kosinussatz mit AB, AD (halbe Liinge von DC D) und «
fiihrt zum Ziel.
Ersichtlich gilt |DB| > |DC|, also liegt C innerhalb von K. 3 3
Insgesamt 22 BWE| 6 | 13 | 3
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7. Flurkarte

.. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | 0|

a) | Die Grenze zwischen den Grundstiicken (Lénge g) ist parallel zu AB (wegen der
Gleichheit der angegebenen Winkel). Somit gilt nach dem 2. Strahlensatz

g _ P o g=2.128=9.

128 75+25 4

| AC| 14sst sich im Dreieck ABC mit dem Kosinussatz ermitteln:
lACl* =48I +|BCI’ —2-|4B|-|BC|- cos 42°..
Danach ist die Strecke 4C ca. 85,79 m lang. 2

b) | Die AuBlenzdune haben eine Gesamtlange von
[,=128m+100m+85,8m—-6m=307,8m.

Dies ergibt Kosten von 307,8-14,25€ =4386,15€ .
Kosten fiir den Innenzaun: 96-9,85 € =945,60 € .
Kosten fiir die Tore: 626,53 €-2=1253,06 € .

Gesamtkosten:

4386,15 € +1253,06 € + 945,60 € =6584,81 €. 4

a

Wenn man fiir die Berechnung der Dreiecksfldchen die Formel 4, = Lan
2

verwenden will, so bendtigt man eine Hohe.
Sinnvollerweise werden die Hohen von C auf die beiden Parallelen gewihlt:

Fiir die Hohe #; des groflen Dreiecks (Grundstiicke I + II) ergibt sich mit

. h . .
sin 42° =— und h, =100-sin42° eine Linge von ca. 66,91 m.
100

Die Grundstiicke 1 + II haben damit zusammen eine Fliche von ca. 4 282 m>.

Fiir die Hohe des kleinen Dreiecks (Grundstiick I) ergibt sich mit

sin 42° =2 und h, =75-sin42° eine Lénge von ca. 50,18 m.
75

Das Grundstiick I hat damit eine Fliche von ca. 2 409 m?.

1 .
(Ebenso konnen die Dreiecksflichen direkt mit der Formel A, =—-a-b-siny
2

bestimmt werden.)

Die Flache des Grundstiicks II ist die Differenz beider Flachen; Grundstiick II hat
damit eine Flache von 1 873,565... mz, also ca. 1 874 m?.

(Die Fldche des Grundstiicks Il ldsst sich ebenso mit der Trapezfldichenformel
A4, = e, hy, bestimmen, hierzu ist die Hohe des Trapezes erforderlich, die sich
2

dann wieder als Hohendifferenz oder als Hohe eines End-Teildreiecks errechnen
ldisst.) 2| 4
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Zuordnung,
LéSUl’lgSSkiZZC Bewertung
I |11 |10
d) | Die Léange der Leitung MC lisst sich mit dem Kosinussatz bestimmen:
|MCl =100+ 642~ 2-100 - 64 - cos 42° ~ 67,7 .
Die Leitung ist also knapp 68 m lang. 3

€) | Der Strahl MC teilt AB in zwei gleiche Teile. Da die Grenze zwischen den

Grundstiicken parallel zu AB verlduft, teilt der Strahl MC auch diese Strecke in 2
gleicher Weise (2. Strahlensatz).

Sowohl beim Gesamtgrundstiick (I + II) als auch beim Grundstiick I wird durch die
Leitung die verwendete Grundseite halbiert, ohne dass sich die jeweiligen Hohen
dndern.

Die Flachenformel 4, = % a - h, enthilt das Produkt von Grundseite und Hohe.

Also haben die Teildreiecke jeweils die Hélfte der Fléache.
Da das Trapez die Differenz der beiden Dreiecke bildet, muss die Leitung auch 3
dessen Fléche halbieren.

(Die Halbierung der Fliche des Trapezes ldsst sich auch mit der Trapezfldchen-
formel begriinden, da ja beide parallelen Strecken halbiert werden.)

Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

8. Windpark
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
a) | Der Durchmesser der Kreisflache betrdgt 2-16 m = 32 m.
Berechnung des Kreisflacheninhalts:
n-16%2 =804,247...
Der Flacheninhalt des Kreises betrigt ca. 804 m?. 1
Vergleichsfldche der Turnhalle: 18-36 m* = 648 m”. 1
804\ oy 1
648
Die vom Windrad iiberstrichene Kreisfliche ist um ca. 24 % grofer als die
Flache der Turnhalle. 1
b) | Der Rotor dreht sich in 3 Sekunden 2-mal. Die Blattspitzen legen dabei folgenden
Weg zuriick: .
2-Umfang=2-2-71-16=201,061...[m].
In 3 Sekunden legen die Blattspitzen ca. 201 m zuriick, pro Sekunde also ca. 1
67 m, pro Stunde also ca.241 km.
Die Blattspitzen drehen sich also mit einer Spitzengeschwindigkeit von mehr als
240 km/h. 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|11

¢) | Berechnung des dritten Winkels:
y=180°-51°-62°=67°. 1
Fiir die Lange der Strecke BC gilt dann:
|BC| 285
sin 51°  sin 67°
285-sin 51°
sin 67°

|BC|=240,614...

|BC|=

Die Standorte B und C erfiillen die Bedingung. 4

d) Skizze:

Berechnung der Hohe 4. des Drei-
ecks ABC:

sin51°= h
1€
h, =sin 51°-273 &
h, =212,160... A ¢

Die Entfernung zwischen den Stand- N
orten C und D entspricht der doppel- AN
ten Lange der Hohe 4.: N

2-212,16 =424,32. *

Die Entfernung zwischen den Stand-
orten C und D betragt ca. 424 m. D 1

e)
1) tan18°:ﬁ 1
X
h=x-tan18° 2
11° 18° T
2) tanile=—" 100 m x ]

x+100 e
h:(x+100)-tan11° . fiir Skizze

Nach Gleichsetzen erhilt man

(x+100)-tan11°=x-tan18°
100-tan11°=x-(tan18°—tan11°)
100-tan 11°
- tan 18°—tan 11°
x=148,905...
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Erwartungshorizonte und Bewertung

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
Fiir die Hohe /4 folgt
h=x-tan 18°=48,38...
Der angepeilte Stahlturm ist ungefdahr 48 m hoch. 2
Insgesamt 22 BWE| 8 | 10 | 4

9. Paranussbaum

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I | I | IO

a) d-n=16
d=5,092...

Der Durchmesser betrigt etwa 5,1 m.

b) | Einsetzen in die Volumenformel fiir den Zylinder ergibt:

2
V:”.(zj 43
2

V =875,988...

Wird mit » = 2,55 m gerechnet, so erhdlt man V' = 878,413.
0,8g/cm® =0,8 t/m’

Daraus folgt fiir die Masse:
Mgpm = Vs

Stamm 0’8
my,=700,791...

Wird mit V = 878,413 gerechnet, erhdlt man m = 702,7304.

Der Stamm wiegt gut 700 t.
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114

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |10
¢) | Ein moglicher Weg geht {iber die zweimalige Anwendungen des Sinussatzes mit
anschlieBender Anwendung des Kosinussatzes:
1) Berechnung von |PB1| im Dreieck POB;:
2) Berechnung von |PBZ| im Dreieck POB,:
3) Berechnung von |B1B2| im Dreieck PBB>: B,
Nach dem Winkelsummensatz im Dreieck POB; gilt:
7 =180°—69°—36°—-49°=26°. B,
Nun lésst sich die Lange der Strecke
PB, {iiber den Sinussatz ermitteln:
|PB| 100
sin49°  sin26°
|PBI| _ 100-- sin 49
sin 26°
|PB|=172,162... P A
Nach dem Winkelsummensatz im Dreieck POB, gilt:
0 =180°-36°—-80°—-49°=15°
Berechnung der Strecke P_B2 iiber den Sinussatz:
|PB,| 100
sin (80°+49°)  sinl5°
|PBZ| _ 100:51n 129 .
sin 15°
|PBI| =300,266... 4
Berechnung der Linge von B, B, iiber den Kosinussatz:
|BB,|" =|PB,| +|PB,| —2-|PB|:|PB,|-cos e,
|B,B,|=287,660...
Die Punkte B, und B, sind ca. 288 m voneinander entfernt. 3
d) |Zunéchst muss der Abstand a der Baumstdmme bestimmt werden.
Die Differenz der Hohen betragt:
6lm-49m=12m 287,66 m
Damit ergibt sich mit Pythagoras: [2m
a’ =287,66" —12° a
a=287,409...
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Erwartungshorizonte und Bewertung

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 10|10
Die Differenz zwischen beiden Abstidnden betragt
287,66 m — 287,41 m= 0,25 m.
Da die Differenz zwischen dem durch das ,,Vorwértseinschneiden® ermittelten
Wert und dem tatsdchlichen Wert nur ca. 25 cm (also eine Abweichung von weni-
ger als 0,1 %) betrégt, ist die Methode in diesem Fall gut geeignet, um den Ab-
stand der beiden Bidume zu bestimmen. 5
Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5
10. Designerlampe
Zuordnung,
Liisungsskizze Bewertung
| 10|10
a) | Fir das Volumen des Kegels gilt:
1
VKegel =_T eregel : h N
3
Da die Hohe / des Kegels gleich dem halben Kugelradius R ist, gilt:
n=2—0,55.
2
2
Der Kegelradius 7 ldsst sich {iber den Satz des Pythagoras berechnen:
R =r+h’
r*=1,1> -0,55
r*=0,9075
r=0,952...
Fiir das Kegelvolumen folgt:
1 2
Vchcl =_-Tn rchcl : h
3
=1.7.0,9075-0,55
3
=0,5226...
Der Kegel hat ein Volumen von ca. 0,523 nr’. 3
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |10
b) | Das gesuchte Volumen Vi, ergibtsich aus V. = Viygel — Vikegel — Vkugelabschnitt-
Das Volumen der Kugel ist V., = § R %5575 m’, 3
Zur Berechnung des Volumens des Kugelabschnitts benétigt man die Hohe x des 1
Abschnitts: x =R — 7= 0,55 m.
Fiir das Volumen folgt mit der angegebenen Formel
2
VKugelabschnitt = % T x2 ' (3’3 - )C) = 0’871 L.
Damit ergibt sich
V.. =5575m —0,523m’ - 0,871 m’ = 4,181 m’, 2
Das sind ca. 4 200 Liter. 1
¢) | Fiir die Kegelhdhe £ gilt: h€[0; R].
Die Nullstellen des Graphen von ¥, liegen bei #; =0 und /#, = R.
Im Falle 4, = 0 (Kegel entartet zu einem Kreis) hat die Lampe die Form einer
Halbkugel, im Falle /4, = R (Kegel entartet zu einer Strecke der Lange R) hat sie
die Form einer Kugel. 2 | 2
d) | Das Volumen des Kegels hingt neben seiner Hohe /# auch vom Radius r seiner
Grundflache ab. Dieser lésst sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras bestimmen
Zu
R+r’=R<r’=R -k oder I*+r’=11"<r’=121-r".
Somit folgt fiir das Volumen des Kegels in Abhéngigkeit von seiner Hohe 4:
Vihy=+-7-(R*=h*)-h oder V(h)=1-7-(1,21-h*)-h. )
Insgesamt 22 BWE| 7 | 11 | 4
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11. 2-Euro-Miinze

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I I | 1I

a) | Eine Miinze ist durch einen Zylinder modellierbar.

Mit V,, =z -r*-h , dem halben Durchmesser als Radius und der gegebenen Hohe

ergibt sich V., =1145,69mm’~1,15 cm?. 2

unze

Ebenso bestimmt sich das Volumen des Mittelteils zu ca. 572,34 mm?.
572,34

Also hat das Mittelteil einen Volumenanteil von ~49,96 % .

b

Der Volumenanteil des Mittelteils betrédgt also ziemlich genau 50 %. 21

b) | Der Umfang der Miinze bestimmt sich mit U=7x-d zu 80,90 mm. Wenn auf die-

ser Strecke 250 Kerben liegen, so haben diese einen Abstand von etwa 0,32 mm
(oder, anders formuliert, jeder Millimeter Rand hat drei Kerben). 1 1

© ergibt sich die durchschnittliche Dichte zu ca. 0,00742 g/mm’ oder

. m
Mit p=—
P 14
7,42 g/eny’.
Da der Mittelteil praktisch das halbe Volumen aufweist, die Dichte seiner Legie-
rung aber geringer ist, muss die Masse des Mittelteils unter der Halfte der Ge-

samtmasse liegen. 5

d) | Fiir jede neu hineingelegte Miinze gilt:

Das verdriangte Wasser hat das Volumen der Miinze. Es bildet einen Quader mit
derselben Grundfliche wie der Wiirfel. Die Hohe dieses Quaders ist die Hohenzu-
nahme / des Wasserspiegels:
Miinzvolumen - 1145,69

Quadergrundfldche 900
Der Wasserspiegel steigt also linear, und zwar mit jeder neuen Miinze um ca. 1,27
mm. Das Gefal} 1duft iiber, wenn der Wasserspiegel um mehr als 15 mm steigt. Bei
11 Miinzen steigt der Wasserspiegel um ca. 14 mm. Bei 12 Miinzen l4uft das Ge-
faB tiber. Also:
Man kann 11 Miinzen hineinlegen, ohne dass das Wasser iiberlauft. 5

h= ~1,27.

e) | Mit jeder neu aufgelegten Miinze steigt der Wasserspiegel um ca. 1,27 mm, der
Miinzstapel um 2,2 mm.
Da die Miinze um (2,2 mm-1,27 mm =) 0,93 mm ,,dicker” ist als der Anstieg des

Wasserspiegels pro Miinze, reicht der Miinzturm mit jeder neuen Miinze um eben
diese 0,93 mm ndher an den Wasserspiegel heran.

Bei einer anfinglichen Wasserspiegelhohe von 10 mm wird diese Differenz bei
der 11. Miinze aufgebraucht sein:

11 Miinzen haben eine Hohe von 24,2 mm,

11 (vollstdndig untergetauchte) Miinzen erhéhen den Wasserspiegel von 10 mm
auf 24,0 mm. (Streng genommen taucht auch schon die 11. Miinze nicht vollstin-
dig unter.)

Alle weiteren Miinzen landen auf dem Miinzenturm, ohne iiberhaupt ins Wasser
zu tauchen:

Sie verdrangen kein weiteres Wasser, der Wasserspiegel wird nicht mehr weiter
steigen, das Wasser lauft nicht tber. 5

Insgesamt 22 Punkte | 5 | 12 | 5
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12. Bogen-Dreiecke

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I | III

a) | Der Umfang u besteht aus drei gleichen Bogen mit » = a und dem Bogenwinkel
60°. Somit gilt u=3-¢-2n=m-a.
Mit dem gegebenen a ergibt sich fiir u eine Lange von ca. 31,4 cm. 3] 1

b) | Hier bietet es sich an, die Flachen der drei durch die Bogen geschaffenen Sektoren
zu addieren und davon zweimal den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks zu
subtrahieren.

(Ebenso kann man mit einem Sektor beginnen und die Flache der zwei fehlenden
,,Mondchen® als Differenz von Sektor und gleichseitigem Dreieck bestimmen. Der
Rechenaufwand ist auch hier derselbe)

Um den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks zu bestimmen, wird dessen Ho-

2
he 4 bendtigt. Nach dem Satz des Pythagoras gilt: a2 = (%) +h?,

3

also h=—ua.
2

3

Somit ist der Flacheninhalt 4, = Taz .

Somit gilt fiir den gesuchten Flacheninhalt:

1 3 @
ABD :3'5'7('(12 —2'7'612 ZT(W—\/g)

Mit dem gegebenen a ergibt sich der angegebene Wert von 70,477 cm?. 1|4 2

Die Hilfestellung liefert: » = %h .Mit h= ga ergibt sich » = ga =—.

2
Somit gilt fiir den Flécheninhalt des Umkreises: 4, =7-7° =T %.
Mit dem gegebenen a ergibt sich fiir 4, ein Flidcheninhalt von ca. 104,72 cm’.

o A
Nun gilt mit den gegebenen bzw. errechneten Werten —% =1,4858....
BD

Der Umkreis hat also einen um etwa 49 % grofleren Flidcheninhalt.

(Hinweis: Dieser Wert ldsst sich auch durch eine allgemeine Betrachtung erhalten:

4, T 2 [ T ]
=3 = ~1,486)
A 7:72\/3 3 'T(—\/g

BD
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I

II |

d)

Wichtig ist zundchst die Erkenntnis, dass bei einem Quadrat nicht ,,ein Eckpunkt
den beiden anderen (im gleichen Abstand) gegeniiberliegt*.

Mochte man also erhalten, dass ein durchgehender Bogen durch zwei Eckpunkte
geht, muss sein Mittelpunkt auf der Mittelsenkrechten der gegeniiberliegenden
Seite liegen.

Die Forderung nach ,,gleichen Bégen* bedingt, dass die Lage der gewéhlten Mit-
telpunkte beziiglich der Quadratseiten gleich ist.

Natiirlich gibt es viele solcher ,,Bogen-Vierecke™ — auch der Umkreis ist moglich,
denn der Mittelpunkt des Umkreises eines Quadrats liegt auf allen vier Mittelsenk-
rechten im gleichen Abstand von den Quadratseiten.

Besonders nahe liegt die Konstruktion, die als Mittelpunkte der Bégen die Mittel-
punkte der Quadratseiten verwendet:

10

13. Pfadfinderzelt

Loésungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

1T

Der 7 m lange Teil einer Zeltstange, die Strecke vom FuBlpunkt dieser Stange zum
Zeltmittelpunkt und die Zelthohe bilden ein rechtwinkliges Dreieck, auf das man

den Satz des Pythagoras anwenden kann: /1 =+/49 —s* .

Mit s = 5 ergibt sich: h=2- J6 ~ 4,9 . Die Hohe des Zeltes betrdgt ca. 4,9 m.

b)

Der Zeltboden besteht aus 6 gleichseitigen Dreiecken jeweils mit der Seitenlédnge
s =5 m. Fir die Hohe dieser Dreiecke gilt nach dem Satz von Pythagoras:
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\3
_.S.
2

Insgesamt ergibt sich fiir die Bodenflache folgender Flacheninhalt:
s-?-s B 33 e
2 2
Mit s = 5 ergibt sich:
3325 753
2 2
Der Flicheninhalt des Zeltbodens betrigt ca. 65 m’. 2|1 3

A(s)=6-

A

=64,951....

¢) | Die Zeltplanen zur Bespannung setzen sich zusammen aus 6 gleichschenkligen
Dreiecken mit jeweils der Basislédnge s = 5 m und den Schenkeln der Lange 7 m.

Wieder mit dem Pythagoras erhilt man fiir jedes dieser Dreiecke als Basishohe

h, = /49— 6,25 = /42,75 .

Fiir die Gesamtflache der Bespannung ergibt sich
/42
A, =6 % =15-4/42,75 =98,075....

Es werden ca. 98 m” Zelttuch benétigt. 5

d) |Das Zelt ist — mathematisch gesehen — eine Pyramide (mit sechseckiger Grundfla-
che). Fiir das Volumen einer Pyramide gilt die Formel:

_ Grundfldche - Hohe
3 .

Fiir den umbauten Raum W erhilt man mit den Ergebnissen aus a) und b):

)es

Das Zelt hat ein Volumen von ca. 106 m”>. 3

V

W= =75-/2 =106,066... .

e) | Das Volumen des Zeltes wird Null, wenn entweder s = 0 (die Zeltstangen stehen
lotrecht in der Mitte — das ist praktisch unmdglich) oder 2 =0, d.h. s = 7 (die
Zeltstangen liegen flach auf dem Boden und kreuzen sich im Mittelpunkt — prak-
tisch gesehen ist auch das kein Zelt mehr).

Die Nullstellen der Funktion W sind also bei 0 und 7.
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Zur Bestimmung des Funktionsterms von W wurde in a), b) und d) schon Vorarbeit
geleistet. Wenn aber dort nur mit dem konkreten Wert s = 5 gerechnet wurde, miis-
sen hier die allgemeinen Terme noch dargestellt werden.

33 N rrype
.5 V49 -5
wis)=A6) ) 2 L@y s

3 3 2

Man kann die Nullstellen auch an diesem Term ablesen.

Aus der Zeichnung kann man nun schétzen, dass der Maximalwert von  an einer
Stelle s, zwischen s = 5 und s = 6 angenommen wird.

Deshalb berechnen wir (mit dem TR) die Werte W(5), W(6) und einen Zwischen-
wert, z.B. W(5,5), und erhalten:

W(5) ~ 106 (vgl. d)
W(5,5) ~113 und
W6)~ 112 .

Da der Wert in der Mitte groBBer als beide Randwerte ist, muss die Maximalstelle in
dem betrachteten Intervall [5 ; 6] liegen.

Beim Aufbau des Zeltes erhilt man also das grofite Volumen (von mehr als
113 m®), wenn man fiir s den (hier nicht genau berechneten) Wert s,, zwischen 5 m
und 6 m wihlt.

Andere sinnvolle Vorgehensweisen sind ebenso zuldssig.

Insgesamt 22 BWE

11

14. Zeltbau

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

1T

Der 6 m lange Teil einer Zeltstange, die 4 m lange Strecke s vom FuBBpunkt dieser
Stange zum Zeltmittelpunkt und die Zelthohe bilden ein rechtwinkliges Dreieck,
auf das man den Satz des Pythagoras anwenden kann:

h(s)=~36-16=4,472...~4,47 .
Die Hohe des Zeltes betragt 4,47 m.

b)

Der Zeltboden besteht aus 5 gleichschenkligen Dreiecken jeweils mit dem

Winkel 72° (: 3600) an der Spitze.
5
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Fiir die halbe Basisldnge d gilt:
sin36° =< und damit d = 4-sin 36°. 36°
4 4m 4m
Fiir die Hohe /5 gilt: he
h .
cos 36° = TB und damit A, =4-cos 36°.
d
Fiir die Flache eines solchen Dreiecks gilt e
also:
A, :2‘%=d-h=4-sin36°'4-cos36°.
Fiir die Bodenflache gilt damit:
A=5-4-5in36°-4-cos36°
A=38,042...
Insgesamt hat die Bodenfliche also einen Flicheninhalt von etwa 38 m”.
Ersetzt man in obigen Rechnungen die 4 m durch die Variable s, erhélt man die
Formel fiir die Bodenfliche:
A(s) =5-5in36°-c0s36°- 5. 216
c¢) |Das Zelt ist — mathematisch gesehen — eine Pyramide (mit fiinfeckiger Grundfla-
che). Fiir das Volumen einer Pyramide gilt die Formel:
Volumen — Grundfliche - Hohe '
3
Mit den Ergebnissen aus a) und b) erhélt man:
W= 5-sin 36°-cos 336 -16-4/36-16 —~56.710...~56.71
Das Zelt hat ein Volumen von ca. 56,71 m’. 4
d) | Die Stehhohenfldche am Boden ist kongruent zu der Flache, die entstehen wiirde,
wenn man in 1,80 m H6he ein ,,Dach® einziehen wiirde.
Die Stehhohenflache ist also auch ein regelmafiges Flinfeck mit einem ,,Radius*
(Eckenabstand zum Mittelpunkt) s°, den man mit Hilfe eines Strahlensatzes be-
rechnen kann (vgl. Skizze neben der Aufgabenstellung):
x_L8
4 h
7,2
xX=—".
h
. 7,2
AuBerdem gilt: s' = 4—x = 4—7.
h kennen wir aus a) : h=+/36-16 = V20 und damit

122



Schriftliche Uberpriifung Mathematik an Gymnasien, Klasse 10 Erwartungshorizonte und Bewertung

. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
1|10 |10
'=4—M=4—o,36-@=2,39....
20
Nach der allgemeinen Formel aus b) konnen wir nun den zur Strecke s’ gehorende
Fliacheninhalt des Fiinfecks ausrechnen:
A(s')=5-sin 36°-cos 36°-s5"* =13,5816...~13,58..
Das Zelt hat ca. 13,58 m? Bodenfliche mit Stehhohe. 5
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

15. Vom Stern zur Pyramide

Zuordnung,
Bewertung

I | I | I

Losungsskizze

a) | Der Stern hat 4 Symmetrieachsen (jeweils zwei durch gegeniiberliegende Spit-
zenpunkte und zwei durch gegeniiberliegende Basispunkte). 2

b) | Es gibt mehrere Konstruktionsmdglichkeiten.

Zum Beispiel kann eine Konstruktionsbeschreibung aus folgenden Abschnitten
aufgebaut sein:

o Konstruktion des Quadrats ACEG

o Konstruktion der 4 gleichseitigen Dreiecke auf den Quadratseiten. 4

¢) | Das Quadrat ACEG ist Grundfldche der Pyramide. Weiterhin sind die zur Be-
stimmung des Volumen erforderlichen Teile zu benennen:

e Quadratseite a
e Dreieckshéhe 4
e Pyramidenhohe /p

Erstellen des Hilfsdreiecks aus 4, 4p und 4 p.

3
3 e = [(5:33) ~(3) = (=354 em)

@by =@ (= 29,5 cm?),

342

hD:

[SI

Vp:

W=
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Zuordnung

>

Bewertung

II

I

d)

Angabe einer der beiden Bedingungen:

e Die Lénge der Basishohe /4 des gleichschenkligen Dreiecks muss grofer
sein als die halbe Seitenlidnge des Quadrats: 7p > <.

e Die Lénge eines Dreiecksschenkels ist groBer als die Hélfte der
Diagonalenldnge des Quadrats.

Das Volumen der Pyramide wiirde sich bei gleich bleibender Grundfldche dann
verdoppeln, wenn sich die Pyramidenhohe /i verdoppeln wiirde.

2 2
Da sich (siehe ¢)) &, = /hDZ—(%j und da %, = 4a2—(%j =§a weit

mehr als verdoppelt hat, ist das neue /p deutlich mehr als das Doppelte der ur-
spriinglichen Hohe: Das Volumen ist also groBer als das doppelte Volumen.

(Wenn man die Angaben durchrechnet, so erhdlt man fiir die gréfiere Pyramide:
2 2
hD: 4a2_(£j :ﬁa’ h — l_saz—(aj :\/ﬁ

= —a (=9,35cm) ein Volu-
2 2 P\ 4 2 ( )

2 3
menvon Vp = +-a"-h, ~78,0 cm’.)

2

2

2

Insgesamt 22 BWE

5

12

5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

16. Achteck
Zuordnung,
.. . Bewertung
Losungsskizze
| 0| I
a) | Aus dem Satz des Pythagoras folgt:
a=n+h=2-n
a=2-h. 2

b)

124

Die beiden Radien 7 des Inkreises und R
des Umkreises lassen sich mit den Win-
r kelfunktionen berechnen:
Das Achteck wird in acht gleichschenkli-
ge Dreiecke zerlegt, deren Zentrumswin-
kel 45° betragt. Der Radius r teilt ein sol-
ches Dreieck in zwei rechtwinklige Drei-
ecke, bei denen R die Hypotenuse dar-
stellt, » die Ankathete zum Winkel 22,5°
und 4 dessen Gegenkathete.

Somit gilt
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I

a

& rE—
2-tan22,5°

tan 22,5° = ~1,207a

~ |N\::

a

sin22,5° = =
2-sin22,5°

& R ~1,307a

] |I\J\Q

Fiir das Verhéltnis der beiden Flécheninhalte gilt:
ﬁ_ r-R*> (tan22,5°
sin22,5°

2
y . ] ~1,1716.
, 71

Die geforderte Begriindung kann auf viele
Weisen geschehen:

Geschickte Zerlegung in Diagonalen-
dreiecke:

Die Diagonalen zerlegen das Achteck in
acht kongruente und damit fléchengleiche
Dreiecke. Jedes von ihnen hat ein Achtel
der Gesamtfliche.

Im schraffierten Gebiet bleiben zwei Dreiecke
iibrig, die sich lings der senkrecht einge-
zeichneten Linie durch das Zentrum in je
zwel Teildreiecke zerlegen lassen, die sich
je wieder zu einem der acht Diagonalendreiecke zusammenlegen lassen.

Also ist der Flacheninhalt des schraffierten Rechtecks gleich dem von vier der
acht flichengleichen Diagonalendreiecke und damit gleich der Halfte der Flache
des Achtecks.

Geschickte Zerlegung in Dreiecke und

Quadrate:

Bezeichnen wir die Achtecksseite mit a. Die
beiden zusétzlichen Senkrechten zerlegen
das Achteck in das zentrale Quadrat, dessen
Kantenldnge a ist und das vollstdndig im
schraffierten Bereich liegt, vier kongruente
Rechtecke, von denen je zwei schraffiert
und zwei nicht schraffiert sind, und vier
kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke, deren Hypotenuse jeweils a ist
und die alle nicht schraffiert sind.

Die vier Dreiecke aber lassen sich zu ei-

nem Quadrat mit der Kantenldnge a zusammenlegen.

Also haben die vier Dreiecke zusammen denselben Flacheninhalt wie das zentra-
le Quadrat. Damit ist die Aussage bewiesen.
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Zerlegung und Berechnung der Einzelflé-
chen:

Ankniipfend an die Betrachtungen von eben
kann natiirlich auch gerechnet werden:

Das zentrale Quadrat hat den Flacheninhalt
a.

Da a die Diagonale der rechtwinklig-
gleichschenkligen Dreiecke ist, betrdgt deren

Kantenlénge % (Anwendung des Satzes des

Pythagoras oder Formelwissen).
Der F lécheninhalt eines dieser Dreiecke ist

ﬂ

Die Rechtecke haben die Seitenlédngen a und ~ und damit den Inhalt

damit F ——(

Das gesamte Achteck hat damit den Flacheninhalt
F=a*+4. %a +4. £a =(2+2V2)a?.
Die schraffierte Fliiche hat einen Inhalt von

F=a+2-— \/_ 2—(l-i—\/7)61

und dies ist ersichtlich die Hélfte des Inhalts des Achtecks.

Insgesamt 22 BWE| 5 | 13 | 4

17. Kaffeefilter

Zuordnung,
Bewertung

I ||

Losungsskizze

a) | Das Volumen des Kaffeefilters ergibt sich aus der Summe der Volumen des
dreiseitigen Prismas und der beiden halben Kreiskegel:

Das Volumen des dreiseitigen Prismas ldsst sich mit den gegebenen Grof3en be-
rechnen:

= L.14DI - h-|4BI. Es ergibt sich ¥, =~-12.9-6=324.
2 2
Die beiden Halbkegel werden zu einem vollstdndigen Kreiskegel zusammenge-
setzt. Dessen Hohe ist wieder /4, der Radius 7 = L |BC| =6 . Somit ergibt sich mit
2

Vo=lnrh, dh vV, =l7.6.9~339292.
3 3

Der ganze Filter hat also ein Volumen von etwa 663 cnr’. 4 | 2
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b) | Fiir die Berechnung der Masse des Filters wird dessen Oberflache bendtigt. Die
Oberfliche lasst sich zerlegen in zwei Rechtecke und den Mantel des zusammen-
gesetzten Kreiskegels. Hierbei sind die Mantelhdhe des Kreiskegels und die lange
Seite |4F| der Rechtecke gleich.
Mit dem Satz des Pythagoras ergibt sich
2
4] = (@j e
2
2
5T
2
=+/117 =10,82.
Die Formel fiir die Mantelfliche des Kreiskegels — angewendet auf diese Situation
— ergibt
1
A, =7 -—-|BC|-|AF|.
2
Damit erhilt man die gesamte Oberflache zu
A=2-6-~117+7-117 ~333,688....
Fiir einen Filter werden ca. 334 cm” Papier benétigt.
Da ein Quadratmeter des verwendeten Filterpapiers 50 g wiegt, hat der Filter eine
Masse von etwa 1,67 g. 216
©) | Der Kreisbogen B'H’ hat die Léange eines Viertels des Umfangs der Grundfldache
des Kreiskegels. Dieser Bogen hat den Radius /5.
Zwischen Winkel, Radius und Bogenlénge besteht die Beziehung
360° |B'H|
27 L
Es ergibt sich a ~49,92°, also ist der Winkel praktisch 50° groB. 212
d) |Die Breite der Schachtel ist die im Aufgabenteil b) berechnete Lange |AF]|.
Die Lénge ergibt sich aus / =6+2-+/117 -sina = 22,6.
Die Schachtel hat also die Mindestmafe von 10,9 cm x 22,6 cm. 2 2
6 |12 | 4
18. Stadion
Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
I | 1T |10
a) | Die 400-m-Laufbahn besteht aus zwei Geraden mit je 93 m Linge und zwei
Halbkreisen mit einem Gesamtumfang von (400 m—2-93 m)=214m.
Ein Halbkreis hat damit eine Lange von ca. 107 m. 2
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b) | Die Breite des Rasens entspricht dem Kreisdurchmesser der Kurventeile der
Laufbahn.
Bei einer Liange des Rasenfeldes von 90 m haben die Kurventeile — die einen vol-
len Kreis bilden — eine Gesamtldnge von 220 m. Somit ist der Durchmesser die-
ses Kreises @m ~70,0m.
/4
Ein Rasen mit einer Breite von 75 m kann also nicht in der Kurve untergebracht
werden.
(Hinweis: Es kann natiirlich auch anders herum argumentiert werden — zwei an
den Rasen angesetzte Halbkreise hdtten zusammen eine Linge von
- T15m~235,6m, was zusammen mit den Geraden mehr als 400 m ergibt.) 3|1
c) | Parallel zur Startbahn ist das Rasenende — vom Abwurfkreis aus gemessen — in
einer Entfernung von 97 m. Keine Gefahr!
Wesentlich ist nur die Betrachtung, wenn der Hammer entlang der linken Be-
grenzungskante quer iiber den Rasen fliegt:
Es entsteht ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
mit der Hypotenusenldnge 85 m und einem Winkel von X
45°, bei dem nach der Linge der Gegenkathete gefragt k
ist.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: 85 m
2x* =857
x= |2 ~60,10...
2 3 2
Die Gegenkathete hat eine Lénge von etwa 60,10 m.
Da der Abwurfkreis noch 4 m in die Richtung Gegengerade verschoben ist, lan-
det der Hammer knapp 4 m von der Gegengeraden entfernt, also noch auf dem
Rasen.
d) |Der Innenradius der AuBenbahn ist um 7 - 1,20 m = 8,4 m groBer als der der In-
nenbahn, also 42,4 m. Damit betrdgt die Gesamtldnge des kreisformigen Teils der
AuBenbahnkurve 2m-(34 m+8,4 m)~ 266,4m.
Das macht gegeniiber der Gesamtlinge der Innenbahnkurve von 214 m einen Un-
terschied von 52,4 m aus, der durch den Vorsprung ausgeglichen werden muss. 3
Dieser Vorsprung bildet den Bogen bs.
22T o .360°
Da b, :—Bg T , ergibt sich (3 _ 32,4360 ~70,8°.
360° 2w-42,4 2
Fiir b4 kann man die analoge Rechnung aufstellen, bei der der Radius der Bahn
aber nur um 3,6 m grofer ist als der der Innenbahn. Es ergibt sich
27-(3443-1,20)—214)-180°
B4= (2 )= 214)-180° 33,9° 2
7-(34+3-1,20)
Der Winkel ist also weniger als halb so grof3.
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¢) | Die Frage ist mit dem Satz des Pythagoras entscheidbar. Die Katheten des betrach-
teten rechtwinkligen Dreiecks sind zum einen die Bahnverldngerung von 17 m,
zum anderen der Kurvenradius von 34 m plus die Hélfte einer Bahnbreite, also
34,60 m.
Die Hypotenuse hat dann eine Lénge von 38,55 m.
Das heiBt, die Startblocke fiir diesen Laufer befinden sich 4,55 m vom Innenrand
der Kurvenbahn entfernt (und damit 5,05 m von ihrem AuBlenrand), also innerhalb
der Laufbahn. 4
Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5

19. Rettungsring

Zuordnung,
Bewertung

I | II | III

Losungsskizze

a) | Die Messung ergab:

|CD|=1,2m und |4B|=0,8m.

Man erkennt daraus, dass

|CD|—| 48| _04m _
4 4

2-R=|MN|=|4B|+2r
=0,8m+0,2m=1Im,

0,Im

r:|MA|:

alsoR =0,5 m.

b) | Einsetzen der Werte von a) in die gegebenen Formeln fiir den Torus ergibt:
V ~0,0987m’ ~100 Liter und O~1,974m?>~2m?2. 4

¢) | Zunichst: 0,2 ﬁ =0,2 % .

Der Ring hat eine Masse von etwa 1001-0,2 £ =20 kg .

Wenn er ganz eintaucht, verdringt er eine Wassermasse, die fiinfmal so groB ist,
also etwa 100 kg.

Der Ring kann also eine Maximallast von etwa 80 kg tragen, bis er ganz ein-
taucht, solange die getragene Last sich vollig auB3erhalb des Wassers befindet.
(Sollte die Last teilweise ins Wasser eintauchen, erhoht sich die Tragfihigkeit
des Rings um den Auftrieb dieser eingetauchten Teile; man kann also sagen, dass
80 kg die minimale Traglast darstellt.) 4

d) | Mit den gleichen Uberlegungen wie in b) erhilt man: 2

D+d D—-d

R= und r=

Setzt man diese Ergebnisse in die Volumenformel fiir den Torus ein, dann gilt:
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2 . D . D _ 2 2
y 2P Dd) T e gy (po gy,
32 32
Setzt man diese Ergebnisse in die Oberflachenformel fiir den Torus ein, so ergibt
sich:
— 2 2
OgopDrd Dod 7
4 4 4
(Die Aufgabenstellung ermoglich ebenso den Beweis durch Umrechnung der
Formeln mit D und d in die Formeln mit R und r.)
e) | Soll der Schlauch bei D = const sein maximales Volumen haben, so muss d =0
gelten; der Torus mit dem maximalen Volumen unter allen Tori mit gleichem 5
AuBlendurchmesser hat also kein inneres Loch.
2.3
Dannist V= d und damit V, ~0,308 m*.
32 2
Insgesamt 22 BWE| 4 | 14 | 4

20. Partyzelt
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
a) | Das Zelt besteht aus einem Wiirfel und einer aufgesetzten quadratischen Pyramide.
Der Wiirfel hat eine Hohe von 5 m.
Die Hohe / der Pyramide kann mit folgender Idee berechnet werden:
Ein Eckpunkt des Grundquadrats der Pyramide, der Mittelpunkt der Diagonalen d
des Grundquadrats und die Spitze der Pyramide bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
Die Hypotenuse hat die Lange a = 5 m.
2
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: (%) +h*=a>.
Die Diagonale des Quadrats hat die Linge d =+/a’ +a° =+2a” =a- V2.
Also ergibt sich mit
2
-
2
_ az _ 2a2
4
=L 125
2
die Pyramidenhoéhe zu /4 =~ 3,536 m.
Damit ist die Gesamthohe tatsdchlich etwa 8,536 m, also gut 8,5 m.
Hinweis: Die aufgesetzte Pyramide ist die Hdlfte eines regelmdfigen Oktaeders.
Sollte dies erkannt und ausgenutzt werden, ist dies besonders anzuerkennen. 2 3
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I | I |10
b) | Das Volumen setzt sich aus dem Volumen des Wiirfels und dem der aufgesetzten
. 1
Pyramide zusammen: V =a? +§a2 -h.
Mit dem gegebenen a und dem aus dem in a) berechneten Wert fiir die Pyramiden-
hohe 4 ergibt sich ein Volumen von etwa 154,5 m®, 2 3
¢) | Die Umhiillung besteht aus vier Quadraten mit der Kantenlédnge @ und aus vier
gleichseitigen Dreiecken mit der Kantenldnge a.
Die Hohe 4, eines gleichseitigen Dreiecks bestimmt sich mit dem Satz des Pytha-
goras zu
a 2
o~
2
_ e e
4 2
4.,
2
(vergleiche Aufgabenteil a). Somit ergibt sich die notige gesamte Planenflache zu
A=4~a2+4%-a-hs =(4+3)-a>.
Mit dem gegebenen a sind das etwa 143,3 m? und damit weniger als 150 m?. 4
d) | Erster Weg:
Sei M der Mittelpunkt einer vertikalen Stange, S der Spitzenpunkt des Zeltes. Die
Strecke MS entspricht der Girlande und bildet die Hypotenuse eines rechtwinkli-
gen Dreiecks mit den Eckpunkten M, S und H. H liegt senkrecht unter S in einer
Hohe von 2,5 m, also 6,036 m unterhalb von S. Die Strecke HM hat wieder die
Lange % .
Mit dem Satz des Pythagoras gilt dann:
2
d
MSI = (;) +1HsP
2
— (%) +(h+2,5)
2 2
=(2,5-42) +(V12.5+2.5)
=6,9%4... .
Die Girlande ist damit etwa 6,99 m lang. 4
Anderer Weg:
Sei E ein Eckpunkt der Pyramide. Dann bilden £, S und M ein Dreieck, bei dem
der Winkel bei £ 135° betrdgt und fiir die Langen der Seiten ES und ME gilt:
|ES|=a und [ME|=<.
2
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I | I |0

Nach dem Kosinussatz gilt dann:
2

|MS|2 =a2+%—2-a-£-cosl35°.
2

Eingesetzt und ausgerechnet ergibt sich die Lénge der Girlande zu etwa 6,99 m.

e) | Betrachtet wird das rechtwinklige Dreieck HMS mit dem rechten Winkel in H (H
senkrecht unter S). Fiir die Strecken HS und MH gilt

lHS|=h+2-2. 2 +2 und |MH|=2.2
2 2 2 2

Der Winkel o bestimmt sich z.B. {iber den Tangens:
s
it
$V2+4
2

tana =

%
=1+L

2

a =59,638... .

Danach ist der Winkel o knapp 60° grof3.

Ebenso ldsst sich der Winkel aus der Girlandenldnge und der halben Quadrat-

diagonale mit dem Kosinus und aus der Girlandenlinge und der Strecke MH
mit dem Sinus bestimmen. 4

Insgesamt 22 BWE | 4 | 14 | 4

21. Eishockeypucks

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | II | I

Hinweis: Die Mafle eines Eishockeypucks werden in der englischen Mafeinheit
inch angegeben. Der Durchmesser betrdgt damit 3 inch und die Hohe 1 inch.
Durch Umrechnung ergeben sich die ,, krummen‘ Zahlenwerte.

a) | Der Puck hat die Form eines Zylinders. Damit ist das Volumen bestimmbar mit
Vi =m-r*-h. Die Hohe und der Radius als halber Durchmesser sind in der Auf-

gabenstellung gegeben.
Also: V, , =mn-3,812-2,54=115,83... .

Das Volumen eines Pucks betragt tatsdchlich ungefahr 116 cm?. 3
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b) | Um die Frage zu beantworten, muss zundchst das Gesamtvolumen der Schachtel
bestimmt werden:

Die Schachtel ist ein Quader mit quadratischer Grundfliache. Dessen Volumen
bestimmt sich mit Vy =a-h.

Die Seitenldnge des Quadrats entspricht dem doppelten Durchmesser der Pucks;
damit ist @ = 15,24 cm.

Da drei Pucks iibereinander liegen, betrdgt die Hohe 4= 3-2,54 cm=7,62 cm.
Innenvolumen der Schachtel: V, =15,24%-7,62~1769,80.

Die Schachtel hat ein Innenvolumen von ca. 1 770 cm’.

Von diesem Volumen muss das Volumen der Pucks abgezogen werden.
Volumen der 12 Pucks: V;, =12-V,,, =1389,999....

Das Gesamtvolumen der 12 Pucks betrigt ca. 1 390 cm”.

Damit ist das Volumen der Luft V,, =V, —V,, #379,8 cm®.

Etwa 380 cm? Luft sind in der Schachtel enthalten.

Prozentanteil der Luft:

V.
—Lt_=0,2146.... .

Schachtel
Der Luftvolumenanteil der Schachtel betrigt ca. 21,5 %.

Hinweis: Ein anderer Weg ist ebenso denkbar
o Bestimmung der Querschnittsfldiche
o Bestimmung der von den Pucks bedeckten Fldche
o Bestimmung der nicht von Pucks bedeckten Anteils an dieser Fliche
(entspricht dem Volumenanteil)

o Berechnung des Luftvolumens aus der nicht von Pucks bedeckten
Fldche und der Hohe der Schachtel 2 |7

©) Sei d die Diagonalenldnge der quadratischen
Schachtel. Die Kantenldnge der Schachtel ist
der doppelte Durchmesser eines Pucks d,, .

Somit gilt: d?=(2-7,62)*+(2-7,62), also
d=22-7,62 (cm).

Dorn

Der Durchmesser des Dorns d,,, findet sich

auf dieser Diagonalen zweimal wieder — zum
einen im eingezeichneten Dorn selbst, zum
anderen in zwei gleichen symmetrischen Teilen
in den Ecken der Schachtel. Somit gilt:
d=2-7,62+2-d also umgeformt:

dPuck

Dorn >

232.7,62=2-7,62+2-d
2.d
d

Dorn
=2J2-7,62-2-7,62=2-7.62-(v2 -1)
=(V2-1)-7,62=3,156....

Dorn

Dorn

Also kann der Dorn einen maximalen Durchmesser von etwa 3,15 cm aufweisen. 2 4
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Es sind natiirlich auch andere Losungsansdtze denkbar, z.B. Aufteilung in 4 Quadrate...

d) | Erster Weg iiber Ausnutzen der Abbildungen:
1 Kreis im Quadrat:

2 2
n rlz :ﬂ_2=2z0,785...z78,5%~
(21’1) 4r, 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betrdgt ca. 21,5 %.

4 Kreise im Quadrat:
4-7r-r42 _ 4-7[-1’42
(4r,)  l6r?

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betrdgt ca. 21,5 %.

- % ~0,785...~ 78,5%.

Analog fiir neun Kreise im Quadrat:
9.7-r%2 9.7.72

2N T T 0,785..~78,5%.
(6r,) 36r, 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betrdgt ca. 21,5 %.

n* Kreise in Quadrat:

2 2 2 2
nwoemenm _nmen,
2 2 2
(2.,1.’/-”) 4n -7‘"

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betrdgt ca. 21,5 %. 2 |2

- % ~0,785...~ 78,5% .

Dieser Weg lisst sich auch zu einem einzigen Gedanken verdichten:

2
Antez‘l:l—n%ﬂ-(l) -1-%~0,215.
n 4

Wenn ausschlieflich der allgemeine Nachweis gefiihrt wird, ist die volle Punktzahl
zu erteilen.

Insgesamt 22 BWE| 5 | 11 | 6

22. Ballschachtel

Zuordnung,
Bewertung

)|

Losungsskizze

a) | Das regelmédBige Sechseck hat die Kantenldnge s =9 cm.

Ein regelmiBiges Sechseck ist aus sechs gleichseitigen Dreiecken aufgebaut. Der
gesuchte Radius ist die Hohe dieser Dreiecke. Diese Hohe lésst sich iiber die An-
wendung des Satzes des Pythagoras berechnen:

2
1
r= sz—(—sj , also
2
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1 2
r=,[9’ —(5-9j =/81-20,25 =./60,75 ~7,794 .
Die Bélle haben tatsédchlich einen Radius von etwa 7,8 cm.
Die direkte Verwendung der Formel der Hohe h in einem gleichseitigen Dreieck
mit der Seitenldnge s ist selbstverstindlich auch zugelassen:
hy==-3=4,53~7,79.
2 4
b) | Die Gesamtflache besteht aus sechs Rechtecken und zwei regelméaBigen Sechs-
ecken.
Fiir die Rechtecke ist noch die Hohe zu bestimmen. Sie betrdgt drei Balldurchmes-
ser plus 6 cm Styropor-Dicke, also h=6-r+6=6-4/60,75 +6=52,77.
Ein Sechseck lédsst sich aus sechs gleichseitigen Dreiecken zusammensetzen, deren
Kantenldange s und deren Hohe das bereits berechnete (oder iibernommene) r ist.
Damit ist die Gesamtflache A:6-s-h+2~6-l-s-r:65-(h+r).
2
Die Gesamtfldache hat damit etwa 3 270 cm?. 21 4
c¢) | Das Volumen der drei Bille ist das Volumen dreier Kugeln mit dem Radius
r=4/60,75cm=~7,8cm:
4
VB =3. ; e
3
=4--(1/60,75 )
=5950,1688...~5 950,169
Das Volumen der Schachtel ist das Volumen eines Sechseckprismas mit bekannter
Hohe und Grundfléche:
1
Ve, =6-—-s-1r-h
2
1
=6-=-9-/60,75-(6-1/60,75 +6).
2
=11104,1650...
Das Volumen der Schachtel betrigt ca. 11104,165 cm’.
. a1y .. 5950,169
Der Volumenanteil der Bille ist damit —————~0,5358...~53,6 % .
1104,165 5
d) |Die lange Seite des Kartons hat eine Ldnge von 47 — in ihrer Richtung beriihren
sich gerade zwei Bille. Die kurze Seite ist die Diagonale eines Sechsecks und hat
damit die Lange 2s.
Da r= 73.? , ergibt sich fiir das Verhiltnis Lange der kurzen Seite : Lange der
langen Seite 2%‘? = L , wie gefordert.
4.8.5 3 301
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e) | Die Antwort lautet: Nein.
Die Oberflédche steigt zwar /inear mit der Zahl der Bille, ist aber nicht zur Zahl der
Bille proportional.
Der Grund hierfiir liegt darin, dass bei jeder Anzahl von Béllen — also auch bei null
Billen — Grund- und Deckfldche und die beiden Streifen an den Seitenwénden,
hinter denen das Styropor liegt, vorhanden sind.
Der Teil der Seitenfldchen, hinter dem die Bdlle untergebracht sind, steigt aller-
dings proportional zur Zahl der Bdlle. 3
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4

23. Meteorit
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
a) | Am Anfang handelte es sich um eine Kugel mit dem Radius o =4 m.
Mit V, = %7[ -r? ergibt sich das Volumen zu V, ~ 268 m?.
Mit der gegebenen Dichteformel ergibt sich die Masse zu m,, = 8581 . 212
b) | Die beobachtbare Bahn bildet die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit
den Kathetenldngen 40 km und (75 km — 18 km =) 57 km. Mit dem Satz des Py-
thagoras ergibt sich die Bahnlénge zu ca. 69,6 km. 3
¢) |Der zeitliche Verlauf des Radius ist laut Aufgabenstellung eine lineare Funktion.
Beginnend bei 7y = 4 m, verringert er sich pro Sekunde um 0,5 m.
(Die Funktionsgleichung ist also r(t)=4-0,5-1.)
Das zugehorige Diagramm:
4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
1 2 3 4 5 6 2 2
d) | Pro Hundertstelsekunde reduziert sich der Radius um (0,5 m/ 100 =) 5 mm. Also 1 1
ist Ar=5mm .
Mit den gegebenen Formeln fiir das Volumen der Kugelschale und fiir die Dichte
ergibt sich Am=p-4z-r?-Ar=3200-47-4?-0,005 kg ~3220 kg . 2
Nach zwei Sekunden hat sich der Radius auf 3 m verringert.
Der Massenverlust ist deswegen nur noch Am =3200-47z-32-0,005kg ~1810kg . bl
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¢) | Die geforderte Begriindung ist die Verallgemeinerung der Beobachtung und Rech-
nung aus d):
Da im Lauf der Zeit der Radius (linear) sinkt, sinkt bei konstantem Ar die Ober-
fliche quadratisch und damit auch der Massenverlust — der ja mit dem Quadrat des 2
Radius geht — in gleicher Weise.
. 4 o
Fiir das Volumen V (¢) gilt: V' (¢) = 37[ -r*(t),und da r(t)=4-0,5-¢, ergibt sich 2 11

die angegebene Formel. (Der zweite Term ist lediglich eine Ausmultiplizierung
des Binoms.)

(Hinweis: Wie man sieht, sinkt das Volumen mit der 3. Potenz der Zeit. Den Zu-
sammenhang zwischen dem zeitlichen Verlauf des Volumenverlusts — der Volu-
menverdnderung — und des Volumens zu kldren, ist nicht Ziel dieser Aufgabe.)

Insgesamt 22 BWE | 5 | 3 | 4

24. Das neue Rosenbeet

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 10| 10
a) | Die Flache der beiden kleinen Dreiecke betrdgt jeweils 4,5 m?, die der beiden
groBBen jeweils 24,5 m?. Das ist leicht ersichtlich, wenn man die jeweils gegen-
iiberliegenden Dreiecke zu einem Quadrat zusammenfiigt.
Der Inhalt der restlichen Rasenflache betrdagt also 58 m2. Die Flache des Rosen-
beets ergibt sich aus der Subtraktion des Inhalts der restlichen Rasenfldche von
der Quadratflache zu 42 m?.
Denkbar ist auch eine Berechnung der Rechteckseiten mittels des Satzes von
Pythagoras, woraus sich die Rechteckfldache direkt bestimmen lésst. 1 1
b) | x liegt zwischen 0 und 10. 1| 2

Je zwei gegeniiberliegende Rasendreiecke lassen sich zu je einem Quadrat zu-
sammensetzen; diese Quadrate haben die Flachen x2 bzw. (10 — x)2.
Diese Flachen miissen von der Gesamtfldche von 100 m? subtrahiert werden:

A(x)=100—x2—(10—x)? 100
2

=-2x%+20x, gol

wie angegeben. sl

Der Graph dieser Funktion ist eine

nach unten gedffnete Parabel, deren

eine Nullstelle bei Null liegt. 20}

2 4 6 8 0 12 2
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¢) | Durch Symmetrieiiberlegungen, Kenntnis der Koordinaten des Scheitels einer

Parabel, Anwendung von Verschiebungen oder durch die Anwendung der Schei-
telpunktsform A(x)=-2(x —5)?+ 50 ergibt sich das Maximum fiir x = 5.
Die maximale Fldche ist dann A4(5)=50. 3
Beix =5 ist (10 —x) =5, also sind die vier Rasendreiecke kongruent und die vier 1

Rechteckseiten damit gleich lang.

d) | Je zwei gegeniiberliegende kongruente rechtwinklige Dreiecke ergeben ein
Rechteck mit den Kantenldngen x und 10 — x.
Somit ist die Flache fiir das verbleibende Rosenbeet

Ay(x)=100-2-x-(10 - x) 2

=2x?-20x+100, wie angegeben.

Einsetzen liefert A(5)= 4,(5) =50, fiir x = 5 sind die Werte also gleich grof3 !
(was nicht wundern sollte, denn es handelt sich um dieselbe Figur!)
e) |Hier ist die quadratische Gleichung 70 =2x2—20x + 100 zu 16sen.
Die Losungen sind x, =5+ V10 und X, =5- V10 (natiirlich miissen beide
Losungen zusammen 10 ergeben!).
Genédhert sind das x, 8,16 und x, ~1,84. 3
Der geforderte Nachweis lésst sich auf etliche Weisen beibringen, z.B.
durch den direkten Nachweis, dass A(x) < 4,(x):
Die Differenz A4,(x)— A(x) ist gleich
Ay (x)— A(x) =4x>—40x+100
=4(x*-10x)+100
=4(x-5)
>0 3

Eine andere Vorgehensweise konnte die Betrachtung der Graphen sein. Der
Graph von 4 ist eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitel bei x = 5.
Am Scheitel muss 4, den minimalen Wert haben, also liegt der Graph von 44
iiberall sonst iiber dem Graphen von A.

Auch eine geometrische Argumentation ist moglich.

Insgesamt 22 BWE | 6 | 12 4
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25. Pachoms Weg

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 10|10
a) | Skizze von Pachoms Weg; der Streckenzug umrandet ein Trapez mit rechten
Winkeln in B und in C.
12 km
o 8 km
18 km 3
b) | Berechnung des 4. Teilweges iiber den Satz des Pythagoras:
x=+8+6" =10
Gesamtlénge von Pachoms Wanderweg: 18 km + 8 km + 12 km + 10 km =48 km. 3
¢) | Flicheninhalt des umwanderten Landes: 4 = 18+12 -8 =120 (km?).
d) | Rechtecke mit dem Umfang 48 km:
Umfang in km 2a+2b =48
a 2 4 6 8 10 12 14
b 22 20 18 16 14 12 10
A in km® 44 80 108 128 140 144 140 3
Flacheninhaltsfunktion:
A=a-b
b=24—a
A=a-(24-a) =24a-d*.
160 -
A4 in km’
140 -
120
100 +
80
60 |
40 -
20
O T T T T T T T T 1
0 2 4 10 12 14 16 18 22 24
a in km
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Das Quadrat mit der Seitenldnge 12 km hat den gleichen Umfang wie Pachoms
Wanderweg, mit 144 km” aber eine wesentlich groBere Fliche. 3
e) | Rechtecke mit dem Flicheninhalt 120 km®:
A in km® a-b=120
ain km 2 4 6 8 10 12 14
b in km 60 30 20 15 12 10 8,571
U in km 124 68 52 46 44 44 45,1 A
Umfangslangenfunktion:
U=2a+2b
po 120
a
U=2a+2- "2 =24+ % 2
a a
Grafische Darstellung:
140 -
Uin km
120 |
100
80 4
60 4
40 4
20 -
2
0 T T T T T T T T T T T T |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
a in km
Von allen Rechtecken mit dem Flicheninhalt 120 km? gibt es offensichtlich
eines mit geringstem Umfang.
Seine Seitenldngen @ und b liegen jeweils zwischen 10 km und 12 km.
Eine genauere Priifung ergibt:
Das Quadrat mit der Seitenldnge /120 km ~ 10,954 km hat von allen Recht-
ecken mit dem Flacheninhalt den geringsten Umfang, ndmlich
U=4-+/120 km ~ 43,818 km. 2
Das sind mehr als 4 km weniger, als Pachom auf seiner Wanderung zuriickgelegt hat.
Insgesamt 22 BWE| 6 | 10 | 6
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26. Jeans
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
1| 1
a) | Gesucht sind die Parameter a und b in der Gleichung der Preis-Absatz-Funktion
mit der Gleichung p(x)=a-x+5b.
Hochstpreis bei x = 0: p(0)=100. Also gilt 5=100.
Sattingungsmenge bei x = 18 000, d.h. p(18000)=0.
Daraus folgt:
0=18000-a+100
1
a=——-:
180
Die Gleichung der Preisfunktion lautet p(x) = L x+100. !
180

b) | Die Gleichung der Erlosfunktion £ lautet
E(x)=x-p(x) =x~(—L~x+100J =—L~x2 +100x .
180 180
©) Preis p
d)

E(x)=———x* +100x=x-(—L-x+1ooj
180 180
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I | I | III

Nullstellen der Parabel:
x=0 bzw. —%-x+100=0 & x=18000.

Wegen der Symmetrieeigenschaften liegt das Maximum genau in der Mitte, also
bei x =9000.

E(9000) = 9000 (—L .9000 + 100) — 450000 .
180

Bei Produktion und Verkauf von 9 000 Jeanshosen ist der Erlés mit 450 000 €
maximal. 2

e) | Fixkosten: 90 000 €
Produktionsabhingige Kosten: 32 € / Hose.
K(x)=32x+90000

f) | Zu berechnen sind die Abszissen der Schnittpunkte der Graphen von £ und K.

32-x+90000=—$-x2+100x

— X 4 68x=90000=0
180

x> =12 240+ x +16200000 = 0
x,, = 6120 /37454400 — 16200000
x, =1509,7...

x, =10730,2...
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1| 1
Bis zu einer Produktion von 1 509 Hosen bzw. ab einer Produktion von 10 730
Hosen sind die Kosten hoher als der Erl6s. 4
8 | G(x)=E(x)-K(x)
=~ 2 £100x— (32 x +90000)
180
=~ x? +68x— 90000
180
Zur Berechnung des Gewinnmaximums sind die Koordinaten des Scheitelpunk-
tes zu ermitteln.
Die Parabel mit der Gleichung y = L x* +68x—90000 hat ihr Maximum an
180
. T . . 1
der gleichen Stelle wie die Parabel mit der Gleichung y = ———-x* + 68x .
180
Es gilt: y=———x" +68x = ——x-(x—12240).
180 180
Die Funktion hat die Nullstellen 0 bzw. 12240. Das Maximum dieser Funktion
und damit auch von G liegt bei x = 6 120. Der Maximalgewinn G(6120) betragt
118 080 € im Monat.
Grafische Darstellung (im Aufgabentext nicht gefordert):
2 3
Summe

143



Erwartungshorizonte und Bewertung Schriftliche Uberpriifung Mathematik an Gymnasien, Klasse 10

27. Abbau eines Wirkstoffes

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | IO

a) | Bemerkung: Rechnungen sind sowohl in Milligramm als auch in Gramm mog-
lich. Mafeinheiten miissen erst beim Ergebnis (z.B. Antwortsatz) angegeben
werden.

5% vom 1 g=50mg, 35 % von 50 mg = 17,5 mg.
Es gelangen 17,5 mg des Wirkstoffes in den Korper. 2

b) | Dic allgemeine Gleichung lautet: f(t)=c-a'.

Da es sich um einen Abbauprozess handelt, ist 0 <a <1,
a=1-p%=1-0,25=0,75.

Der Anfangswert ist ¢ = f(0)=17,5, also

f(t)=17,5-0,75", t in Tagen.

f(3)=17,5-0,75 ~7,383.

Nach drei Tagen sind noch etwa 7,4 mg des Wirkstoffes im Kdrper vorhanden.

Bemerkung: Es kann auch Tag fiir Tag die noch vorhandene Menge des Wirk-
stoffes berechnet werden.

Dies sind 42 % der Ausgangsmenge. 41 4

¢) | Nach einem Tag: 17,5-0,75=13,125.

Nach zwei Tagen:  (13,125+417,5)-0,75~22,969..

Nach drei Tagen: (22,969 +17,5)-0,75 ~ 30,352.

Nach drei Tagen befinden sich schon 30,352 mg des Wirkstoffes im Korper.
Alternativ: 17,5-(0,75° +0,75° +0,75) ~ 30,4 .

Weitere Alternative: f(3)+ f(2)+ f(1)~=30,4. 8

d) | Zul6sen ist folgende Gleichung: (x + 17,5)- 0,75=x.
0,75-x+13,125=x
0,25-x=13,125
x=>525.

Die Wirkstoffmenge im Blut vor der Einnahme der neuen Tablette betrdgt jeden
Morgen 52,5 mg.

Ein alternativer Ansatz ist: (x+17,5)-0,25=17,5.

Er fiihrt zum demselben Ergebnis und soll gleichermaB3en bewertet werden.

Bemerkung: Die Fortsetzung der Rechnungen aus c) ist méglich, aber umstdnd-
lich. 4

Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4
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28. Medikamente

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
a) | Die Gleichung erfiillt f{0) = 4. Die Konzentration soll pro Stunde um 5 % sinken,
es bleiben also 95 % noch vorhanden, also f(x)=4-0,95" mit x fiir die Zeit in
Stunden und f{x) fiir die Konzentration im mg pro Liter Blut.
Nach 1 Stunde: f(1)=4-0,95'=3,8.
Nach 4 Stunden:  f(4)=4-0,95*~3,26.
Nach 12 Stunden:  £(12)=4-0,95" ~2,16.
Die Konzentration betrégt nach einer Stunde noch 3,8 mg, nach 4 Stunden etwa
3,26 mg und nach zwdlf Stunden etwa 2,16 mg pro Liter. 313
b) | Konzentration nach 20 Minuten:
1
20 Minuten sind genau + Stunde, daher ist f(3)=4-0,95° ~3,93.
Nach zwanzig Minuten miisste die Konzentration 3,93 mg pro Liter betragen. 2
¢) | Zu l16sen ist folgende Ungleichung:
4.0,95" <0,2
0,95" <0,05
x-120,95<1g 0,05
S 1g 0,05
1g 0,95
x >58,4039...
Nach etwa 58 Stunden und 24 Minuten ist die Unvertréglichkeitsgrenze unter-
schritten. 4
d) | Funktionsgleichung fiir lincaren Abbau:
Der Term wird gebildet aus Bestand — Abnahmerate mal Zeit: g(x)=4-0,2x.
Exponentielles negatives Wachstum: 2
Die Abnahme (pro Stunde) geschieht proportional zum Bestand: Je kleiner die
Konzentration im Blut, desto weniger verringern sich die Werte in mg/I1.
Theoretisch wird die Substanz nie ganz abgebaut, weil die Exponentialfunktion f )
niemals Null werden kann.
Lineares negatives Wachstum:
Die Abnahme geschieht immer um den gleichen Betrag pro Stunde.
Das hat auch zur Folge, dass in diesem Modell die Substanz vollstindig abgebaut
wird, im Beispiel ist dieser Zustand nach 20 Stunden erreicht. 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I |0

e) | Funktionsgleichung fiir exponentiellen Abbau nach P:

h(12,5)=a = 1,5, also steht a schon fest.

h(32)=1,5-b>"*° =0,11. Damit ergibt sich fiir b:

0,11
L5

b19,5 —
n
9,
b (EJ :
1,5
b=0,8746...~0,875.
Damit ist 4(x)=1,5-0,875"">".

Interpretation der berechneten Parameter:

a = 1,5 ist der Bestand zum Zeitpunkt 12,5, der pro Stunde um ca. 12,5 % 1
(b=1-0,125) abgebaut wird.

Zeichnung wird nicht erwartet. Hier ist g ab P ersetzt durch h.

A
Yy
4
3 \
N\
\
‘? N\
2 )(? AN
N
P(12,5[1,5) f(x)=4-0,95"
1 N \\\
\ \
B o~
o) =T~
1 —— x)
5 10 15 20 25 30 35 40

Insgesamt 22 BWE| 5 | 13 | 4
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29. Lastkahn

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
a) Einzutragende Punkte:
Ay N(0]0): Nullpunkt: Spitze des Forder-
N ‘ x) bandes.
| 2 4 P(2,5]-2,75): Mittelpunkt der Lade-
\ raumoffnung
\ Funktionsgleichung:
N\
2 \ f(x)=ax*, mit
X fQ2.5)=a-2,5 =275
—a=- 044
4 A 25
3 Also ergibt sich: f(x)=-0,44-x’
\‘ Wertetabelle fiir
6 \ (0,5-0,11) (1}-0,44)
(1,5-0,99)  (2|-1,76)
\ (3]-3,96) (4}-7,04)
o \ Sei g die Ersatzfunktion mit
- \\\ g(x)=-0,47-x* (Graph gestrichelt)
' (0,5]-0,12) (1-0,47)
(1,5]-1,06) (2}-1,88)
(31-4,23) (41-7,52) 514
b) | Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir den Abstand d:
d=+2,5+2,75 =/13,8125 ~3,72
Der Abstand betragt etwa 3,7 m. 2
c¢) | Der Abstand der Oberkante des Lastkahns zum Forderband betrégt jetzt
2,75 m+ 4m=6,75 m.
Die Offnung des Laderaums beginnt wegen des linken Abstandes von 1 m also bei
der x-Koordinate 1 und endet bei 1 + 3 = 4.
Losungsweg 1:
x-Koordinate des Strahls in 6,75m Tiefe: —6,75 = —0,44 x* = x* ~ 15,34. Da x im
betrachteten Ausschnitt > 0 ist, folgt x = 3,92. Es klappt also eben noch.
Mit der Ersatzfunktion ergibt sich analog x = 3,79. Hier ist der Strahl nicht ganz so
nah am Rand.
Losungsweg 2:
,Liefe® des Strahls bei x = 4,0 (rechter Rand der Laderaumoffnung):
f(4,0) = —7.04 = Das Schiff kdnnte sogar noch etwas tiefer liegen
2(4,0) ~ 7,52 = Das Schiff konnte hier ebenso tiefer liegen. 6
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |0

d) | Verschiebung des Férderbandes und Ermittlung der zugehdérigen Funktionsglei-
chung:

Waurde in ¢) Losungsweg 1 verwendet, so ist die tatsdchliche x-Koordinate des
Kiesstrahls in 6,75 m Tiefe berechnet. Die Differenz zur gewiinschten x-Koor-
dinate 2,5 ist dann die Verschiebung: 3,9 — 2,5 = 1,4. Das Forderband muss also
um etwa 1,4 m nach links verschoben werden, damit der Strahl wieder durch die
Mitte der Laderaumdffnung hinein fallt.

Die gesuchte, gedinderte Parabelgleichung lautet: A(x) = 0,44 (x + 1,4)°

Waurde in ¢) ein andere Losungsweg beschritten, kann man die Funktionsgleichung
und damit die Verschiebung auch iiber den Ansatz A(x) =—0,44 (x + b)* und 4(2,5)
= —6,75 bestimmen:

15,34 = (2,5 + b)* = 3,92~ 2,5 + b (da b > 0 sein muss). Es folgt b ~ 1.4.
Mit der Ersatzfunktion ergibt sich analog 4, (x) = —0,47 (x + 1,3)".
Interpretation:

Die Oberseite des Forderbandes verlduft in 75 cm Hohe iiber dem Boden. Der Bo-
den hat also die y-Koordinate —0,75. Doch 4(0) = —0,86, wenn man um 1,4 m ver-
schiebt bzw. #(0) = —0,88, wenn man um den genaueren Wert von 1,417 m ver-
schiebt . Das bedeutet, dass an der Kante der Ladestation der Kies auf den Boden
fallt statt ins Schiff. Eine derartige Verschiebung ist also nicht sinnvoll.

Zu diesem Schluss gelang man auch, wenn man denjenigen x-Wert berechnet, der
einer Hohe von —0,75 m entspricht. Der Ansatz —0,75 = —0,44 - (x +1,4)* liefert
den x-Wert —0,09, d.h. der Kies fillt auf den Boden.

Mit /,(0) = —0,79 kann ebenso argumentiert werden. 5

Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5

30. Laichplatze

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |1
a) |1000-0,97" ~715,3.
Ungefahr 715 Fische erreichen die Laichplatze. 1
b) 0,97 <0,85
x-10g 0,97 <log 0,85
> log 0,85
log 0,97
x>5,335...
Also sind nach 6 Gefahrenstufen erstmals weniger als 85 % der urspriinglichen
Fischzahl unterwegs.
Oder:
Nach 5 Gefahrenstufen: 0,97° =0,858...>0,85.
Nach 6 Gefahrenstufen: 0,97° =0,832...<0,85. 3
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
c) ((1000 -0,97° — 250) -0,97° — 250) -0,97 ~ 264,56 ; also ungefihr 264 Fische.
Etwa 26,4 % der Lachse erreichen ihr Ziel. 1 2 2
d) [(1)a) Doppelt so viele Fische am Anfang: ungeféhr 1430 Fische am Ende (dop- 1
pelt so viele Fische am Ziel). |
0) ((2000 10,97° ~250)-0,97° — 250) -0,97 ~ 979,86 ; also ungefihr
980 Fische.
Anteil: 980 ~0,49=49%
00 1 )
Anzahl fast viermal so grof3; Anteil fast doppelt so viel.
(2)a) 1000-0,94"" ~506,3; also ungefihr 506 Fische (mehr als die Hilfte) |
c) ((1000 +0,94° -250)-0,94° - 250) -0,94 ~ 98,8 ; also ungefihr 98 Fische
. 98 ! !
Anteil: ——~0,098=9,8%. 1
1000
Anzahl weniger als die Hélfte; Anteil etwas weniger als ein Drittel. 1
©) |((1000-0,8-0,97* ~250)-0,97° ~250)-0,97 ~139,2.
((1000-0,975 ~250)-0,97° - 250) -0,8~218,2.
Die Zahl der Fische, die ihr Ziel erreichen, ist groBer, wenn die letzte Gefahren- 2
stelle eine Verlustrate von 20 % bewirkt. 2
Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5
31. Algen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1 |10
3) |Sorte A: y=3-2°, SorteB: y=7-2°
Zeichnung auf der nédchsten Seite. 3
b) SorteA:y=3-25=3-(§/§)xz3-1,260x. 1
Bei Sorte A betrégt der Wachstumsfaktor ungeféhr 1,260 pro Tag, das ist eine
tidgliche Zunahme von 26,0%. 1
Sorte B: y=7-25 :7-(2/5)" ~ 71,149
Bei Sorte B betragt der Wachstumsfaktor ungeféhr 1,149 pro Tag, das ist eine 2
tégliche Zunahme von 14,9 %. 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I |1 |1
Grafische Darstellung zu a):
ty
[T
(I
[T
(I
[T
M
[Wl§
M
[Wl§
M
[Wl§
M
[Wl§
M
i
C C C C T T T T T IS | 3
¢) | Aus der Zeichnung ergibt sich, dass das Wachstum nach etwa 9 Tagen gleich 2 |1
grof3 ist.
3.2027.25
lg3+3-1g2=1g7+3-1g2
1 1
lg3+x-;1g2=1g7+x-51g2 2 3
lg7-1g3 1g7-1g3
x= 51571 g2 _ g27 £2 29,17
Lile2 il
Die Fliachen sind nach etwas {iber 9 Tagen gleich groB3.
d) 23 23
A=3-23+7-2° =779,32 Der Teich ist ungefihr 780 m? groB. 2 1
Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

150



Schriftliche Uberpriifung Mathematik an Gymnasien, Klasse 10

Erwartungshorizonte und Bewertung

32. “c
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a) 5730 11500
f(5730)=0,57° =0,5=50% f(11500)=0,557° ~0,249 =~ 25% 21 3
b)
212
3RA 6BAA 9808 12080 15860A 1R8ABA 21080 24800 27808 308E
0 0,53=0,553% 1g0,53=_".1g0,5= x =5248,3 5 | s
Otzi starb vor etwa 5 250 Jahren.
d) | Altersbestimmung: 1922 —(-1323) =3245.
3245 21 2
£(3245)=0,5570 =0,6753=67,53%
In Tutanchamuns Mumie waren noch ca. 67,5 % des urspriinglichen C14-Anteils
vorhanden.
¢) | Der noch vorhandene Anteil an C14 ist
1
0.97 ~0,0634.
Es gilt 0,0634=0,5"3" = x~22802. 2
Die Hohlenmalereien sind danach etwa 23 000 Jahre alt.
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4
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33. Gefahr aus dem Weltall

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |1
a) | Aus der Zeichnung abgelesen: 20 Minuten
f(x)=2" x in Einheiten von 20 min
2
w(x)=2"=8" x in Einheiten von Stunden |
w(5)=8"=32768 1
Nach 5 Stunden betragt die Lange des Wurms 32 768 mm oder ca. 32,77 m. 2
b) | v=3000001"=1,08-10" X"
2
s(1h)=1,08-10° km = 1 080 000 000 km.
s(1Tag)=1,08-10" X" .24h =2,592-10" km = 25 920 000 000 km . 1
¢) | Das Funksignal breitet sich linear aus; das Wurmwachstum hingegen verlduft 1 1
exponentiell.
d) | 2,59:-10°km=2,59-10""mm
2,59-10"° = 8"
N 1g2,59+16
g8
x~18,17
Nach etwas mehr als 18 Stunden (bzw. 13 Stunden nach Absenden des Warn-
signals) hat der Wurm die Erde mit seinem Vorderteil erreicht. 3 2
e) | Das Funksignal braucht 24 Stunden, um die Erde zu erreichen, d.h. es erreicht
die Erde erst 29 Stunden nach Beginn der Katastrophe. Es kommt damit zu spat | 2 | 1 1
auf der Erde an.
Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5

34. Stuntman

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |10
a) w=vy- ﬁ
4
_100 1 4
3,6 V9,81
~17,74
Die Flugweite betrédgt ca. 17,74 m. 2] 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
b) oy w100
w=v- g@v—F—F~156,6. 1 3 1
< 9,81
Ein Fahrzeug miisste eine Geschwindigkeit von mindestens 156,62 bzw.
563»,8%m beim Absprung besitzen, was fiir ,,einen normalen Pkw* unméglich ist. 1
C) _ 2h w : _ 2h — w : —_
w—v~\/;:>(;] —?Qh—%(;J =8,11.
Die Absprunghdhe miisste mindestens 8,11 m betragen, damit ein Fahrzeug bei
einer Geschwindigkeit von 140 X" eine Flugweite von iiber 50 m erreicht. 11212
d) | (1) Verdnderung der Flugweite bei doppelter Geschwindigkeit und gleich blei-
bender Absprunghéhe:
—9y. |2k
w=2v \/Z
w ist proportional zu v. Eine Verdopplung der Geschwindigkeit bewirkt eine
Verdoppelung der Flugweite.
—,. (22 _ N FY)
2) w=v /? =2y \/;
w ist proportional zu Jh . Wird die Héhe verdoppelt, wichst die Flugweite
um den Faktor /2 , sie verdoppelt sich also nicht. Erst bei einer Vervierfa-
chung der Hohe verdoppelt sich die Flugweite. 31 4
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5
35. Briicken
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a) | Zeichnung z.B. so:
y
A
40 m B
12,5m 12,5 m
P» X
A(-20|12,5) und B(20 | 12,5) 3
b) | Gleichung (3) ist richtig. Eine Begriindung ist nicht gefordert. 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I |1

c) | Aus Symmetriegriinden miissen lediglich 3 Einzellingen berechnet werden, da
jede Seilldnge viermal auftritt.

Fiir die Gesamtlénge der Seile gilt also
4-(f(5)+£10)+ £(15))=4-(0,78125+3,125+7,03125) = 4-10,9375 = 43,75 . 4
Bei korrekter Auswahl in Aufgabenteil b) ergeben sich damit 43,75 m.

Falls in Aufgabenteil b) die falsche Auswahl (1) getroffen und damit folgerichtig
weitergerechnet wurde, ist dies zwar einerseits als korrekt zu beurteilen, wegen
des dann geringeren Rechenaufwands in Aufgabenteil c) aber mit zwei Punkten
Abzug zu werten. Im Falle der falschen Auswahlen (2) oder (4) in Aufgabenteil
b) und folgerichtigem Weiterarbeiten in Aufgabenteil c) ist wegen des dann ver-
gleichbaren Rechenaufwands in diesem Aufgabenteil die volle Punktzahl zu ge-
ben.

d) | Da eine Fahrbahnseite nach den Angaben aus der Abbildung 5 m breit ist, ergibt 2
sich die maximale Durchfahrtshéhe zu |f'(5) m = 4 m.

Eine Fahrzeughdhe von 3,19 m bedeutet, dass bis zur maximalen Durchfahrts-
hohe noch 0,81 m fehlen. Es ist also die Gleichung

— 0,81 =-0,16x* zu 16sen. Die negative der beiden Losungen ist irrelevant, da
das Fahrzeug auf der rechten Fahrbahnhélfte fahren muss. Das Fahrzeug darf
also maximal 2,25 m breit sein.

e) | c¢=45. Zur Berechnung von a konnen die Koordinaten des Punktes P (50/20) |
genutzt werden:

20=a-50% +45
20=2500a + 45

2500a =-25
a= —L 2
100
Die Gleichung des Briickenbogens lautet damit y = —sz +45. 1
100

f) | Die FuBBpunkte der beiden Pfeiler lassen sich durch die Nullstellen der Parabel

beschreiben:
L ias=0
100
x* =4500
x=167,08...

Entfernung der Pfeilerfullpunkte: 2-67,08...=134,16...

Die FuBlpunkte der Pfeiler sind etwa 134 m voneinander entfernt.

Insgesamt 22 BWE| 4 | 14 | 4
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36. Flacheninhalt eines Rechtecks

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I | II

a) | Fiir das Rechteck OBCD ergibt sich: A4, =2-5,5=11
und fiir das Rechteck OEFG: 4

OEFG

Der Flacheninhalt des Rechtecks OBCD betragt 11 cm?, der des Rechtecks OEFG
20 cm’. 2

=8-2,5=20.

b) | g(x)=-0,5x+6,5 3

¢) | g(x)=-0,5x+6,5. Eine Mdglichkeit ist, x = -2 in die Funktionsgleichung einzu-
setzen.

g(-2)=-0,5-(-2)+6,5=1+6,5=7,5.
Also liegt der Punkt (-2 | 7,5) auf der Geraden g.

Andere Argumentation: Der Punkt (0 | 6,5) liegt auf der Geraden. Zwei Einheiten
links davon ist wegen der Steigung von —0,5 der Funktionswert dort um eine Ein-
heit hoher, also liegt (2 | 7,5) auf der Geraden. 3

Ersatzlosung:

h(x)=-0,5x+5,5.
h-2)=-0,5-(-2)+5,5=1+5,5=6,5%17,5.

Der Punkt (-2 | 7,5) liegt nicht auf der Geraden 4.
Bei richtiger Bearbeitung der Ersatziosung wird 1 Punkt gegeben.

d) | A(x)=x-g(x)=x-(=0,5x+6,5)=—-0,5x> +6,5x 3

e) | Es gibt mehrere Losungswege: Drei werden hier dargestellt.

1. Losungsweg:
Berechnen der Nullstellen der quadratischen Funktion und anschlieBend Bestim-
mung der x-Koordinate des Scheitelpunktes durch Symmetrieiiberlegungen:

A(x) =-0,5x> +6,5x = x-(=0,5x + 6,5)
A(x) =0 bedeutet x =0 oder —0,5x+6,5=0. Also:
A(x) =0 bedeutet x =0 oder x =13.

Die x-Koordinate des Scheitelpunktes liegt in der Mitte zwischen den Nullstellen,
d. h. der Scheitelpunkt liegt bei x = 6,5. Eingesetzt in A ergibt sich:

A(6,5)=-0,5-6,5"+6,5-6,5=-21,125+42,25=21,125 . Also ist (6,5 | 21,125)
der Scheitelpunkt von 4.

Das Rechteck mit maximalem Flacheninhalt hat die Langen 6,5 cm und 3,25 cm.
Der Flicheninhalt betrigt danach 21,125 cm’. 5 2

2. Losungsweg:
Die Scheitelpunktsform kann mit der quadratischen Ergdnzung bestimmt werden:

A(x)=-0,5-(x—6,5)* +21,125.
Die Scheitelpunktkoordinaten lassen sich nun ablesen: S(6,5 | 21,125).
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I | I
3. Losungsweg:
Als Losungsweg kann das Probieren mit Hilfe einer Wertetabelle akzeptiert wer-
den, wenn geniigend Werte, auch in der Umgebung von x = 6,5 berechnet werden.
Ersatzlosung mit A(x) = 0,5 x* + 5,5 x.
A(x) =-0,5x> +5,5x =x-(-0,5x +5,5).
Nullstellen von 4: x =0 oderx=11.
Scheitelpunkt der Parabel von A4 liegt bei x = 5,5.
A(5,5)=-0,5-5,5"+5,5-5,5=-15,125+30,25=15,125 .
f) | Die Funktion f(x)=ax+b (a# 0) hat die Nullstelle x, = _b
a

Das Rechteck (s. Abbildung) mit den Seitenlédngen x und f{x) mit f(x)=ax+b
(a <0und b > 0) hat den Flacheninhalt

A(x)=x- f(x).
Wegen f(x)=ax+b gilt

Ax)=x-(a-x+b)
Der Graph der Funktion A4 ist eine Parabel mit den Nullstellen 0 und _b Wegen

a
der Symmetrieeigenschaft von Parabeln quadratischer Funktionen liegt das Maxi-
mum der Funktion 4 in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen und damit an
b 1
der Stelle x,, =——=—x
max 2 5 Nullstelle 4

Insgesamt 22 BWE| 5 | 11 | 6
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37. Rechteck im Trapez

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a) | Flacheninhalt des Trapezes:
Es gibt verschiedene Losungswege.
A="%38 2 70 (cm?).
3
b) | Es gibt verschiedene Losungswege.
P liegt auf der Geraden durch C und D.
Diese hat die Gleichung f{x) = —1,5x + 15. Der Punkt P hat die y-Koordinate
A2)=-1,5-2+ 15 =12, also: P(2| 12).
Flicheninhalt des Rechtecks: Az =2- 12 = 24 (cm?). 3] 4
c) Der Flacheninhalt des Rechtecks ergibt sich aus dem Produkt der Koordinaten
des Punktes P.
Ar=x-y=x-(-1,5x + 15) 3
d) | Ag=x-y=x-(-1,5x+ 15)=—1,5x"+ 15x.
Es gibt mehrere Mdoglichkeiten, das Maximum des Flacheninhalts zu berechnen,
z.B.:
1. iiber die Nullstellen der Parabel:
Die Gleichung x- (—1,5x + 15) = 0 hat die Nullstellen 0 und 10.
Aus Symmetriegriinden liegt das gesuchte Maximum an der Stelle x = 5.
Das Maximum selbst betrigt 4,,x =5-(-1,5-5+ 15) =37,5.
2. durch Scheitelpunktberechnung:
Ar=-1,5¢"+ 15x
Ar=-1,5( - 10x +25) + 37,5
Ar=-1,5(x-5)*+37,5
Scheitelpunkt S (5/37,5).
Die Lage des gesuchten Rechtecks mit maximalem Fléacheninhalt wird durch
den Punkt P (5 |-1,5-5 + 15) = P (517,5) beschrieben.
Der maximale Flicheninhalt betrigt 37,5 cm”’. 3 (2
. . . 2
e) Die geforderte Gerade hat die Gleichung p(x)=—x. 1
3
Zum Nachweis des Senkrechtstehens der Geraden
1. Mit Geradensteigungen:
Die Steigung von p ist m,, = =
3
Die Steigung der Geraden durch C und D ist, wie schon bekannt, m,,, = -2 3
2
Das Produkt dieser Steigungen ist (— 1), also sind die Geraden senkrecht zuei-
nander. (Sollte dieser Sachverhalt nicht bekannt sein, so kann mit den zugehori-
gen Steigungsdreiecken argumentiert werden.)
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2. mit dem Dreieck APsD:

Das Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn (Satz des Pythagoras!)
|ADI" =|AR[" +|R,D| gilt.

Mit [AD[" =225, |4P,|" = 69,2308 und| R, D|" =155,7692 ergibt sich das
gewiinschte Resultat.

Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

38. Lohnerhéhung

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT |10
a) | Lohnerhéhungen in Abhédngigkeit vom Lohn:
Lohn | 200€ | 400€ | 600 € | 800 € | 1000 € | 1200 € | 1400 € | 1600 € 3
A 24€ | 24€ | 24€ | 24€ 24 € 24 € 24 € 24 €
B 14€ | 18€ | 22€ | 26€ 30€ 34€ 38€ 42 €
C 6€ 12€ | 18€ | 24€ 30€ 36 € 42 € 48 €
b) | Berechnen der Lohnerhéhung in % und Erstellen der Tabelle und Grafik
(berechnete Werte auf eine Stelle gerundet): 4l a
Lohn | 200€ | 400€ | 600 € | 800 € | 1000 € | 1200 € | 1400 € | 1600 €
A 2% | 6% | 4% | 3% | 24% 2% 1,L7% | 1,5%
B 7% [45% (3,7% | 33% | 3% 28% | 2,7% | 2,6%
C 3% | 3% | 3% | 3% 3% 3% 3% 3%
Erhéhung in %
A
14,00% -
12,00% { A
10,00% -
8,00% -
B
6,00% -
4,00% -
& [T ————
2,00% \
0,00% | | ; ; > 6
0 400 800 1200 1600
Lohn in €
¢) |Jenach dem, was zum Ausdruck gebracht werden soll, gilt eine der beiden 5
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Begriindungen:
e Soll zum Ausdruck gebracht werden, dass untere Lohngruppen stérker profi-
tieren, ist die Grafik mit prozentualer Lohnerh6hung auszuwahlen.
¢ Soll dagegen zum Ausdruck gebracht werden, dass alle das Gleiche an Lohn-
erh6hung erhalten, ist die gegebene Grafik auszuwihlen.
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

39. Herr Sorgenfrei

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a n
) |k =k, (1+2)
» 16
93 649,06 = 50 000-(1+ %)
» 93 649,06
1 + 100 =16|———
50000
p=4
Im ersten Modell wird das Geld mit 4% verzinst. 1] 2
b) |1. Modell:
Gewinn: 93 649,06 — 50 000 = 43 649,06 |
Steuern: 43 649,06-0,25 =10 912,27 1
Nettoauszahlung: 93 649,06 — 10 912,27 = 82 736,79
2. Modell:
50 000-1,0325" =83 408,63
1
Also ist das 2. Modell trotz niedriger Zinsen wegen der Steuerfreiheit um 671,84 €
ertragreicher.
©) 93649,06=K, -(1+32)" !
~93649,06
*1,0325"
K,=59847,03
Die Schwester von Herrn Sorgenfrei miisste 59 847,03 € anlegen.
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9 |Nach 16 Jahren: 50 000-(1- 2)* =50000-0,98" ~ 36 189,89 2
Nach 16 Jahren betrigt die Kaufkraft der 50 000 € noch ca. 36 190 €. L1 |
1. Modell: 82736,79-0,98' ~ 59 884,70
Kaufkraft des Vermogens entsprechend dem ersten Modell: ca. 59 885 €. 1
e , X
) |100000=50000-(1+%2) .
1,0325" =2
g2
1g1,0325
x=~21,7
Herr Sorgenfrei miisste sein Geld etwa 21,7 Jahre anlegen. 2
Bei 100 000 € miisste er das Geld genauso lange anlegen, da der Zeitraum fiir die )
Verdoppelung des Kapitals nicht vom Anfangskapital abhidngig ist.
Insgesamt 22 BWE| 8 | 10 | 4

40. Lotterie auf dem Schulfest

Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
1| 1T |1
a) | Es gibt 6 mogliche gleichwahrscheinliche Ergebnisse: rbg, rgb, brg, bgr, gbr, grb.
Das Ergebnis rbg ist eins davon. Also betrdgt die Wahrscheinlichkeit P(rbg) = %
Es kann auch mit Hilfe der einzelnen Ziige argumentiert werden:
1
P(r-b-g)==——1=—=17%.
(r-b-g) 5 0 5| o
b) | Die Anzahl n der méglichen Ergebnisse berechnet sich aus n=5-4-3-2-1=120.
Hinweis Die Anzahl ergibt sich aus 5! . 2| 2
¢) | Wenn man das ,,Tippen“ der Lotterieteilnehmer als einen zufélligen Vorgang auf-
fasst, bei dem alle 120 Ergebnisse gleichverteilt getippt werden, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit eines einzelnen Ereignisses L .
Bei 500 Tippscheinen werden 4,2 Gewinne erwartet, da 5004~ 4,2. 4
d) |Einnahmen: 500-1,5 € =750 €
Ausgaben: 25€+5-100 €=525€.
Gewinn = Einnahmen — Ausgaben = 750 € — 525 € =225 €.
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Zuordnung,
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I

II

III

30 % von den Einnahmen sind 750 €-0,3=225 €.
Die Planung ist also — so gesehen — stimmig.

Das Risiko liegt in der Anzahl der auftretenden Gewinner. Die erwartete Anzahl
von Gewinnern ist ein Durchschnittswert fiir eine grofle Anzahl von Tippscheinen.
Es konnen also durchaus mehr als 5 Gewinner vorkommen.

Man muss deshalb bedenken, ob man auf Vorrat gekaufte Gewinne zuriickgeben
kann bzw. ob man schnell Gewinne nachkaufen kann.

Der Tabelle liegt eine Binomialverteilung zugrunde. Die Schwierigkeit fiir die
Schiilerinnen und Schiiler liegt darin, dass die Prozentangaben summiert und der
Unterschied zu 100 % betrachtet werden muss.

Es ist zu priifen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Anzahl von Ge-
winnen erwartet werden kann. Die Klasse hat mit 5 Gewinnen kalkuliert. Diese
werden mit einer Wahrscheinlichkeit von 75,8 % ausreichen, d.h. in einem Viertel
der Fille werden mehr Gewinne abgefordert werden. Das Risiko, Verlust zu ma-
chen, ist grof3. Es empfiehlt sich, die Anzahl der Gewinne zu erh6hen:

Bei 6 und 7 Gewinnen bleibt noch eine Chance von 12,9 % bzw. 6,2 %, dass mehr
Gewinne abgefordert werden. Erst ab 8 Gewinnen sinkt die Wahrscheinlichkeit,
dass mehr Gewinne ausgezahlt werden, auf 2,7 %. Je nach Sicherheitsbediirfnis
konnen Schiilerinnen und Schiiler argumentieren, dass also mit 8 Gewinnen das
Restrisiko geniigend klein gehalten ist.

Das Produkt aus Anzahl der gekauften Gewinne und den Kosten fiir einen Gewinn
muss 500 ergeben. Man kdnnte also 8 Gewinne zu 62,5 € kaufen.

Hinweis: Wenn Schiilerinnen und Schiiler aufgrund eines anderen Sicherheitsbe-
diirfnisses auf eine andere Zahl als 8 kommen und diese sinnvoll begriinden, so ist
die Aufgabe auch als richtig zu bewerten.

Insgesamt 22 BWE

13

41.

Lotterie

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

II

1T

Fiir die erste Ziffer (das erste Plittchen) gibt es 5 Moglichkeiten, fiir jede dieser 5
Moglichkeiten gibt es 4 Mdoglichkeiten fiir die ndchste Ziffer u.s.w.

Insgesamt gibt es also 5-4-3-2-1=120 verschiedene mogliche fiinfstellige Zah-
len, die gezogen werden konnen.

b)

Von den 120 bei der Zichung gleichwahrscheinlichen méglichen Gewinnzahlen
ist fiir den Kéufer (eines einzigen Loses) genau eine giinstig.

Also p, = ——=0,00833... ~ 0,83 %.
' 120
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¢) | Wenn nur die letzten beiden Ziffern tibereinstimmen sollen, kénnen die drei ers-
ten Ziffern bei der Ziehung fiir den Losbesitzer beliebig sein. Dafiir gibt es dann
3!=6 Varianten. Insgesamt gibt es von den 120 bei der Zichung gleichwahr-
scheinlichen moglichen Zahlen also 6, bei denen die letzten beiden Ziffern mit
denen des Losbesitzers iibereinstimmen. Eine von diesen 6 Gewinnzahlen wiirde
dem Losbesitzer aber einen Hauptgewinn bringen, so dass genau die verbleiben-
den 5 Gewinnzahlen zur ,,Riesenwurst mit Beilage® fithren. Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit betriigt also p, =—— = =0,04166...~ 4,2 %.
120 24

d) | Die Veranstalter haben 600 € (=1200-0,5 € ) Einnahmen und 12 € Materialkos-

ten.

Nachdem die Gewinnzahl gezogen worden ist, gibt es 10 Lose, die zu einem
Hauptgewinn gehoren. Entsprechend der Argumentation von c) gibt es 50 Lose,
die zur ,,Riesenwurst mit Beilage® gehdren.

Also miissen die Veranstalter noch 100 € fiir Wiirstchen und 300 € fiir Buchpreise
einkalkulieren.

Dann bleiben also 188 € (=600 € —12 € —100 € —300 €) als ,,Gewinn“ fiir die

Veranstalter {ibrig. Ausgeschiittet werden 400 €, das sind als 50 % der Einnah-
men von 600 €. 213

e) | Wenn nur 1 000 Lose verkauft werden, dann haben die Schiiler nur noch Ein-
nahmen in H6éhe von 500 €.

Im fiir sie ungiinstigsten Fall haben sie dabei alle auch alle 60 Lose verkauft, die
durch die Ziehung zu ,,Ausschiittungskosten* fithren. Dann bleiben als Gewinn
gegeniiber d) 100 € weniger, also 88 €.

Im fiir die Schiiler finanziell gilinstigsten Fall haben sie keines der 60 Lose ver-
kauft, die durch die Ziehung zu ,,Ausschiittungskosten® fiihren. Dann bleiben als
Gewinn 488 €.

Bemerkung:
Dieser Fall wire natiirlich fiir die Veranstalter peinlich und wiirde sie Betrugs-

vorwiirfen aussetzen, gliicklicherweise sind die beiden genannten Extremfille —
vor allem der zweite — sehr unwahrscheinlich: =107 bzw. 5-107" ! 3| 2

f) | Genau dann, wenn bei der Zichung als letzte Ziffer gerade die letzte Ziffer der
Losnummer des Losbesitzers gezogen wird, bekommt dieser {iberhaupt einen
Gewinn.

Man konnte diese Wahrscheinlichkeit tiber ein Abzéhlargument (vgl. ¢)) oder mit
Hilfe eines Baumdiagramms bestimmen.

Die einfachste Argumentation besteht aber darin, dass ja alle Pléttchen gleichbe-
rechtigt sind (Symmetrieargument), also auch in Bezug auf den letzten Zug.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrégt also p, = % =20%.

Insgesamt 22 BWE| 8 | 10 | 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I 11| I

a) | ¢ Bjorn gewinnt genau noch dann, wenn Eva eine “1” wiirfelt. Also ist

P("Bjérn gewinnt"|"Bjorn wirft eine 2") = % =17%.

e Eva gewinnt genau noch dann, wenn sie eine ,,4“, eine,,5“ oder eine ,,6*

wirfelt. Also ist P("Eva gewinnt"| "Bjorn wirfteine3" ) = % = % =50%.

Bemerkung: Diese beiden Punkte kann man — vom fortgeschrittenen Standpunkt
aus — als Fragen nach bedingten Wahrscheinlichkeiten auffassen, dies wird der
klaren Verstindlichkeit wegen hier in der Losung auch in der Notation zum Aus-
druck gebracht. Dennoch ist Kenntnis und Umgang mit dem Begriff und dem Kal-
kiil ,, bedingte Wahrscheinlichkeit* hier keine Voraussetzung. Durch die Bedin-
gungen werden hier vielmehr die Situationen beschrieben, welche die Schiilerin-
nen und Schiiler mit einfachen Wahrscheinlichkeitsvorstellungen bearbeiten kon-
nen. 2| 2

b) | ¢ Das Spiel geht genau dann unentschieden aus, wenn insgesamt ein ,,Pasch*

geworfen wird: P("Spiel geht unentschiedenaus")=6- % = s ~17%.

e Hier muss Bjorn eine ,,1* werfen und Eva eine ,,2%.
Also P(,,Eva wiirfelt eine ,,2* und gewinnt damit) = é % = % ~2,8% .
(Argumentation entweder mit der (stochastischen)Unabhéngigkeit der beiden

Wiirfe oder mithilfe eines zweistufigen Wahrscheinlichkeitsbaumes).

e Hier verwendet man am besten einen zweistufigen Wahrscheinlichkeitsbaum:
Bjorn hat nur eine Gewinnchance, wenn er eine ,,3* oder eine ,,5° wiirfelt.
Damit er tatsdchlich gewinnt, muss Eva im ersten Fall eine ,,1* oder eine ,,2
werfen und im zweiten Fall eine der vier Zahlen von ,,1° bis ,,4“. Also gilt:
P(,,Bjorn wiirfelt eine ungerade Zahl und gewinnt damit*)

Lz 14 2+4 1 00
66 66 36 6 4| 2

c) | Die Gewinnregel vergleicht die jeweiligen Augenzahlen, die (stochastisch)
unabhéngig voneinander geworfen werden. Daher spielt es fiir die Wahrschein-
lichkeiten der der drei moglichen Spielausginge keine Rolle, wer jeweils beginnt:
Bjorn kann Eva ruhig anfangen lassen. 4

d) | Da sich beliebig oft hintereinander die Situation ,,unentschieden‘ ergeben konnte,
liegt streng genommen ein Zufallsexperiment mit unendlich viele méglichen
Ausgingen vor, das auf zwei Ausgénge reduziert werden muss. Durch folgende
Argumentation kann man diesem Problem entgehen: Nachdem Bjérn geworfen
hat, endet das Spiel, wenn Eva zum ersten Mal eine der fiinf Zahlen wirft, die
verschieden von der Zahl des Wurfes von Bjorn sind. Aus Symmetriegriinden
sind diese fiinf Zahlen gleichberechtigt, treten also mit gleicher Wahrscheinlich-
keit als entscheidende letzte Zahl auf. Es wird also der gleiche Effekt erzielt, als
wenn im zweiten Zug aus einer Urne mit den fiinf vom ersten Wurf verschiedenen
Zahlen gezogen wiirde.
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Man kann nun entweder so weiter argumentieren, dass alle Wurfpaare mit
verschiedenen Werten gleichwahrscheinlich sind, von denen jeweils genau die
Halfte zum Sieg von Bjorn bzw. Eva fiihren, oder man geht explizit auf das zuge-
horige Baumdiagramm ein und betrachtet z.B. alle Wege die zum Sieg von Bjorn
fiihren:

P(,,Bjorn gewinnt“) = —- - %% =

wnm| o

11
+——+
6 5

v N
wlw
+
w |

W | i

1
2

N~
|-
|~
N~
| =

Das Spiel ist also fair.

Bemerkung: Eine Argumentation in der hier vorgefiihrten Schdrfe wird nicht fiir
die volle Punktzahl erwartet, aber eine halbwegs tiberzeugende Argumentation
sollte schon sichtbar werden. 2 2

e) | Aus (c) folgt, dass das Spiel jetzt fair ist. Das schlie8t jedoch nicht aus, dass die
relative Haufigkeit - z.B. fiir einen Sieg von Eva - auch bei einer grolen Anzahl
von Spielen (,,Gesetz der groBen Zahl*) von 0,5 deutlich abweicht. Eva hatte ein-
fach eine ,,Gliicksstrahne*! (Dazu muss sie lediglich viermal mehr gewonnen
haben als Bjorn.). 2 | 2

Insgesamt 22 BWE | 6 | 12 | 4

43. Verkehrszdhlung

" . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I | III

a) | Vorbemerkung:
Die Bearbeitung dieser Aufgabe erfordert wenig Rechnungen, aber die Féhigkei-
ten,

- Aussagen zu verstehen,

- sorgfaltig zwischen Anteilen und Zahlen (also zwischen relativen und ab-
soluten Héufigkeiten) zu unterscheiden und

- Uberschlagsrechnungen ausfiihren zu konnen. 2| 2

a) | Die Aussage ist richtig:

Ein Blick auf das Diagramm zeigt, dass die Zahl der Pkws pro Stunde in der Zeit
von 17 Uhr bis 18 Uhr zu keiner anderen Tageszeit erreicht wird. 2

b) | Die Aussage ist falsch:

In der Zeit von 22 Uhr bis 7 Uhr sind mehr als 6 500 (6 738) Autos unterwegs,
wihrend das Maximum am Nachmittag (pro Stunde) bei 5 468 Autos liegt. 2

¢) | Die Aussage ist falsch:

Z. B. zwischen 2 und 3 Uhr sind mehr als 30 % der Fahrer nicht angeschnallt,
wihrend zwischen 14 und 18 Uhr sind niemals mehr als 10 % nicht angeschnallt. 1] 2

d) | Die Aussage ist falsch:
Addiert man alle Werte, so erhilt man, dass im gesamten Beobachtungszeitraum
49 995 Pkws gezéhlt wurden, also im Schnitt etwas mehr als 2 000 pro Stunde 3
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I | I | III

Hinweis: Legt man eine Parallele zur x-Achse bei 1500 Pkws pro Stunde in das
Diagramm, so sieht man, dass in 14 Stunden der Verkehr diesen Wert teilweise um
das Doppelte iiberschritten hat; dies kann in den anderen zehn Stunden nicht aus-
geglichen werden.

e) | Die Aussage ist richtig:

Da eine Stunde 3 600 Sekunden hat, bedeutet ,,mehr als ein Auto pro Sekunde*
mehr als 3 600 Pkws pro Stunde. Dieser Wert wird sowohl im morgendlichen wie
im frithabendlichen Verkehr deutlich tiberschritten. 2

f) | Die Aussage ist richtig: o)
10 % ist einfach zu erkennen, ohne Rechnung.

g) | Die Aussage ist richtig:

Hier ist es sinnvoll, die jeweiligen Anteile nicht angeschnallter Fahrer zu errechnen; es
reichen hierfiir ungeféhre Schétzungen. (Die genauen Werte — die nicht alle berechnet
werden miissen — sind in der unten angefiihrten Tabelle zusammengefasst.)

Man sieht, dass in den Nachtstunden der Anteil mit 27 % - 35 weit hoher als am
Tag liegt. 2

h) | Interpretationsmdglichkeiten sind:

e Es werden die absoluten Zahlen betrachtet. Dann ist die Aussage falsch, denn
die absoluten Werte der nicht angeschnallten Autofahrer sind am Nachmittag
am hochsten.

e Eswerden die prozentualen Anteile betrachtet. Dann ist die Aussage richtig,
denn in der Nacht ist der Anteil der nicht angeschnallten Autofahrer mit z.T.
iiber 30 % am hochsten.

e Die ,meisten* kann auch ,,mehr als die Hélfte bedeuten. Dann ist die Aussage
falsch, denn es sind niemals mehr als 50 % der Autofahrer nicht angeschnallt. 6

Insgesamt 22 BWE | 5 [ 11 | 6

. Anteil der nicht angeschnallten . Anteil der nicht angeschnallten
Zeitraum Zeitraum

Fahrer Fahrer

0 Uhr - 1 Uhr 27,6 % 12 Uhr - 13 Uhr 9,8 %
1 Uhr - 2 Uhr 31,0 % 13 Uhr - 14 Uhr 8,9 %
2 Uhr - 3 Uhr 36,2 % 14 Uhr - 15 Uhr 9,9 %
3 Uhr - 4 Uhr 33,6 % 15 Uhr - 16 Uhr 9,9 %
4 Uhr - 5 Uhr 13,6 % 16 Uhr - 17 Uhr 8,0 %
5 Uhr - 6 Uhr 7,2% 17 Uhr - 18 Uhr 7,8 %
6 Uhr - 7 Uhr 7,4 % 18 Uhr - 19 Uhr 10,1 %
7 Uhr - 8 Uhr 6,1 % 19 Uhr - 20 Uhr 12,5 %
8 Uhr - 9 Uhr 71 % 20 Uhr - 21 Uhr 14,1 %
9 Uhr - 10 Uhr 9,7 % 21 Uhr - 22 Uhr 15,3 %
10 Uhr - 11 Uhr 8,3 % 22 Uhr - 23 Uhr 18,0 %
11 Uhr - 12 Uhr 9,4 % 23 Uhr - 24 Uhr 20,7 %
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | III
a) | Eine,4“ fihrt auf das Feld a, eine ,,5° auf das Feld b, eine ,,6 auf das Feld c.
Das Feld d ist mit einmaligem Wiirfeln nicht erreichbar.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,4, 5 oder 6 betrigt %: % . 4
b) | Das Ereignis tritt ein, wenn man eine ,,1° oder eine ,,3* wiirfelt. Die Wahrschein-
2 1
lichkeit fiir ,, / oder 3 “ betragt % = %
¢) | Der dritte Wurf ist unabhingig von den beiden vorigen Wiirfen, also betragt die
Wabhrscheinlichkeit é )

d) | Dies ist ein mehrstufiger Vorgang. Deshalb ist ein Baumdiagramm niitzlich.
1. Wurf 2. Wurf 3. Wurf

1
6

keine 6

| W

keine 6

Seine Struktur ist in den ersten beiden Teilen aufgebaut; es ist moglich, diese Er-
gebnisse zu verwenden:
Wenn man in der ersten Runde auf das Startfeld riickt, so hat man entweder

— im ersten Wurf eine Sechs, oder
— man hat im ersten Wurf keine Sechs, aber im zweiten, oder
— man zwel Wiirfe hintereinander keine Sechs und dann, im dritten, eine Sechs.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das erste Ereignis ist P =—.

Das zweite Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit P =

o | w»n
N

. . . T . 1 2
Das dritte Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit P = 221 —5
6 6 6 216

Die Summe dieser drei Zahlen ist die gefragte Wahrscheinlichkeit, also
p=1i2 B O oy
6 36 216 216
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I

I

Der einfachere Losungsweg verwendet das Gegenereignis G (,,Nach drei Wiirfen
immer noch keine Sechs*) zum betrachteten Ereignis E (,,Mindestens einer der
ersten drei Wiirfe war eine Sechs*):

P(G)==-=-= =——. Da P(E)=1-P(G), ergibt sich
6 6 6 216

PE)=1-2_L 49

216 216
Im Mittel in weniger als der Halfte aller Falle kann man seine Figur in der ersten
Runde auf das Startfeld stellen. Dies hat also schon mit Gliick zu tun, ist aber auch

nicht unwahrscheinlich.

e)

Felix hat neun Mal hinter einander keine Sechs gewiirfelt. Dafiir ist die Wahr-
9
scheinlichkeit (fj ~19,38%.
6

Wenn etwas mit der Wahrscheinlichkeit von knapp 20 % vorkommt, so passiert es
im Mittel in jedem fiinften Fall und nicht ,,in jedem tausendsten Fall“.
Felix hat also nicht Recht.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle vier in der ersten Runde ,,rauskommen®, betragt

4
91 . . L . .. . .
(—] ~3 9%, also betrdgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,,mindestens einer
216

nicht rauskommt*, ca. 97 %, das ist ,,fast sicher.

Allerdings ist Miriams Aussage auch keine sinnvolle Entgegnung zu Felix’
Ungliick, sie hétte wie in ¢) argumentieren miissen.

Insgesamt 22 BWE

12

45. Quader

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

11

I

1 2 3 4 5 6
Gerd 43 34 122 119 40 42
Frauke 43 36 115 125 33 48
Martha 46 35 117 123 32 47
Absolute Haufigkeit 132 105 354 367 105 137
Relative Haufigkeit 0,11 | 0,09 | 0,30 | 0,31 | 0,09 | 0,11
Relative Haufigkeit in Prozent | 11 9 30 31 9 11

b)

Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung miissen die 1 und die 6, die 2 und die 5 und die
3 und 4 jeweils gleich wahrscheinlich sein. Aulerdem muss die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten 100 % ergeben, Dies kann erreicht werden, indem z.B. die Wahr-
scheinlichkeit fiir die 4 auf 30 % gesetzt werden. Sein Vorschlag ist also stimmig.
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

II | 1II

Der zu erwartende Gewinn pro Spiel betragt aus Sicht der Losbudenbetreiber:
2-0,09-(-5+1) €+(2-0,11+2-0,3)-1€=0,10 €.

Auf lange Sicht machen die drei Losbudenbetreiber im Durchschnitt pro Durchfiih-
rung einen Gewinn von 0,10 €. Sie konnen also auf lange Sicht damit rechnen,
einen Gewinn zu machen.

d)

Die Auszahlungssumme ist x. Dann gibt die folgende Gleichung den auf lange
Sicht zu erwartenden Gewinn wieder:

2:0,09-(—x+1) +(2-0,11+2-0,3)-1 =0,70
Durch Ausmultiplizieren erhélt man
—-0,18-x+0,18 +0,82 =0,70
—0,18x+1=0,70 | -1
—0,18x=-0,3:-0,18

x=§z1,67
3

Bei einer Auszahlungssumme von 1,67 € machen die drei Losbudenbetreiber einen
durchschnittlichen Gewinn von 0,70 € pro Spiel.

Fiir einen Spieler ist dieses Spiel aber nicht sehr attraktiv. Einerseits ist der Gewinn
eines Spielers nur 1,67 € —1 € =0,67 €. Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit zu
gewinnen mit 0,18 (also ungeféhr 20 %) auch ziemlich gering.

e)

Martha hat nicht Recht. Es kann durchaus passieren, dass in den ersten Spielen
hintereinander Auszahlungen von 5 € (also ein Verlust von 4 € fiir die Losbuden-
betreiber) vorgenommen werden miissen.

Im schlimmsten Fall miissen am Anfang mehrere Auszahlungen hintereinander
vorgenommen werden. Fiir diesen Fall ist das Startkapital einzusetzen. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir n Auszahlungen hintereinander lésst sich durch 0,18" berechnen
und einige Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle dargestellt.

Anzahl n 2 3 4 5 6 7

Wabhrscheinlich-
keit fiir n Aus-
zahlungen hin-
tereinander

0,00583 | 0,00105 | 0.00018 | 0,00003 | 0,00000

0,0324 ) 0 9 4 6

Verlust bei n
Auszahlungen 8
hintereinander

12 16 20 24 28

Hier spielt das Sicherheitsbediirfnis eine Rolle. Natiirlich kann es vorkommen,
dass z. B. 7 Auszahlungen hintereinander vorgenommen werden miissen. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist allerdings sehr klein: 0,0006 %. Die
Wahrscheinlichkeit, 4 Auszahlungen hintereinander vornehmen zu miissen, betrigt
etwa 1 % mit insgesamt 16 € Verlust. Geht man davon aus, dieses Risiko abdecken
zu wollen, so reichen 10 € nicht aus und man sollte ein Startkapital von 16 € ha-
ben. In diesem Fall hitte nicht Frauke Recht, sondern Gerd.

Hinweis: Jede schliissige und mit Zahlen belegte Antwort ist hier als richtig zu bewerten.

Insgesamt 22 BWE

12 | 4
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46. Triebwerke

.. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I | III

a) | Eine Schwierigkeit dieser Aufgabe sind die sehr kleinen Ausfallwahrscheinlich-
keiten. Daher wird die Exponentialdarstellung verlangt.

Zur Losung ist ein konkret gezeichnetes oder auch ein nur gedanklich vorgestelltes
Baumdiagramm sehr niitzlich.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dann:
P(kein Triebwerk fllt aus)=(1-10" )4 =0,99999* ~ 0,99996 ~ 99,996 %
. 4
P(,,alle Triebwerke fallen aus*)= (10_5 ) =107,
Fiir die dritte Teilaufgabe muss (z.B. mithilfe eines Baumes) ausgezihlt werden:
Es bedeuten: D = fillt aus, H = féllt nicht aus.

Trieb- Trieb- Trieb- Trieb-
werk werk werk werk
1 2 3 4

D

D

D

H

o ¢ T & o 0 g
‘U‘U‘E‘U
.U‘U‘U‘

P(..drei Tricbwerke fallen aus*) = 4-(10° )3 (1-107) ~3,99996-10".

Die letzte Teilaufgabe ist sinnvoll mithilfe des Gegenereignisses (und damit des
ersten Aufgabenteils) zu 16sen:

P("mindestens ein Treibwerk fillt aus") =1— P("kein Triebwerk fallt aus")
=1-0,99996000059999600001
=0,00003999940000399999
~0,00399994 %
~ 0,004 %.

Hinweis: Durch die Rundung wird die Tatsache unterschlagen, dass die eben berechnete

Wahrscheinlichkeit groffer ist als die unter b) berechnete. Das ist inhaltlich auch klar,

denn im Verhdltnis zu dem Ereignis ,,genau ein Triebwerk fallt aus * sind die Wahrschein-
lichkeiten, ,,dass zwei oder noch mehr Triebwerke ausfallen “ zu vernachldssigen. 4 6 2

b) | P("genau ein Triebwerk fallt aus") = 4-0,00001- 0,99999"
=4-0,00000999970000299999
=0,00003999880001199996

~ 0,00399988 %

~ 0,004 %.

In der Schiilerrechnung liegen drei Rechenfehler vor:
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. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |1
o Jedes der 4 Triebwerke kann ausfallen, der Schiiler hat nicht mit 4 multipli-
ziert.
e 107 wurde falsch in 0,0001 umgerechnet und auch die Gegenwahrscheinlich-
keit wurde daher falsch zu 0,9999.
e FEin weiterer Fehler ergibt sich entweder durch eine falsche Rundung oder
durch eine falsche Umrechnung in die Prozentdarstellung. 2 | 4
¢) |Es ist zu erwarten, dass 100-300-4- ! :221,2 Triebwerke pro Jahr aus-
100000 10
fallen. Die Anforderungen der Fluggesellschaft werden daher erfiillt. 2 2
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4
47. Dominosteine
Zuordnung,
LéSUﬂgSSkiZZG Bewertung
I | 1T | I
a) || Augenwert oOj1 {21314 5]|]6|7|8]9
Apzahl der Steine mit 1 112121313 lalals]s
diesem Augenwert
Augenwert 1011 (12|13 |14|15]16| 17| 18
Anzahl der Steine mit
diesem Augenwert SpA A3zl 3
b) | Ein Spiel ist dann fair, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinnen und Verlie-
ren gleich grof sind.
Von den 55 Steinen haben 30 Steine eine einstellige Augenzahl und 25 Steine eine
zweistellige Augenzahl. Die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Stein zu ziehen,
betragt % Damit ist die Wahrscheinlichkeit, einen Stein mit einer einstelligen
30
Augenzahl zu erhalten, —>0,5=50%.
55
Anna hat Recht. Das Spiel ist nicht fair. 3
¢) | Das Domino-Spiel enthdlt 55 Steine, das ist eine ungerade Anzahl. Deshalb kann
es keine Aufteilung fiir ein faires Spiel geben. Entweder Anna oder Leo wird im-
mer mindestens ein Stein mehr zugeordnet. 2
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. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I | III

d
) Auf lange Sicht erhdlt Leo durchschnittlich £-40 Eurocent :&Eurocent pro
55 11

. e 25 300
Spiel, muss aber an Anna durchschnittlich —-60 Eurocent= — Eurocent abge-
55 11

ben. Er macht also pro Durchfiihrung durchschnittlich einen Verlust von ungeféhr

300 240 60 . . .
— ———=— Eurocent. Bei 50 Durchfiihrungen macht Leo also einen durch-
11 11 11

schnittlichen Verlust von 5. 50 Eurocent ~ 273 Eurocent . 5
11

¢) |Auch wenn das Spiel fair ist, sind immer Abweichungen vom Erwartungswert
moglich. Deshalb hat Leo nicht Recht. Aus demselben Grund hat aber auch Anna
nicht Recht. Selbst wenn sehr héufig gespielt wird, sind Abweichungen vom Er-
wartungswert immer moglich und sogar zu erwarten. 2 1

f) | Das Verhiltnis der Anzahl der Steine mit einstelligen Augenzahlen zur Anzahl der
anderen Steinen ist 30 :25. Also muss das Verhiltnis der Gewinne umgekehrt
sein, also 25 : 30. Zum Beispiel kann Leo 25 Eurocent gewinnen und Anna 30
Eurocent.

Auf lange Sicht nimmt damit Leo pro Durchfiihrung . 25 Eurocent =
55

150 . .. . . T .
— Eurocent ein, und fiir Anna betrdgt die durchschnittliche Einnahme
11

2 1

. 30 Eurocent = 10 Eurocent .

55 11

Die Strategie steckt in der obigen Erlduterung. Das Verhéltnis der Gewinne muss
dem umgekehrten Verhiltnis der Anzahl der Steine entsprechen. Damit erhdlt man
beliebig viele Gewinnpléne.

Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

48. Wortlegespiel

. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
a) | Das Alphabet hat 26 Buchstaben. Davon sind die fiinf Vokale A, E, I, O, U mit den
Anzahlen gegeben. Es bleiben 21 Konsonanten.
21-18 Pléttchen = 378 Pléttchen.
Fiinf Vokale: 90 Pléttchen. Insgesamt sind es also 468 Pléttchen. 2
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. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II |1
b
)| peay = 2 < 00534,
468
P(kein B) = 2718 L 0.9615.
P(Konsonant) = 22> ~0,8077.
468
Die letzten 13 Buchstaben sind N, O, P, Q, R, S, T, U, V, W, X, Y, Z. Damit ergibt
sich als Wahrscheinlichkeit 2 10+11-18 ~0,4658 .
468 2 2
c
)| PG Vokale) = 2.8 38 _0.0069 = 0,69%.
468 467 466
P(Vokal, Konsonant, Vokal) = —.27% . %% 00297 ~3,0%.
468 467 466 1 4
d) | Buchstabenkombination H A U S beim Zichen in genau dieser Buchstaben-
reihenfolge:
PHAUS) = 18 25 10 18 ~ 0,00000171 = 0,00017 %.
468 467 466 465 1|4 |1
¢) | Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer beliebigen Kombination ist die Glei-
che wie im Aufgabenteil d)
Nun muss geklart werden, wie viele verschiedenen Kombinationen es gibt. Dazu
kann man sich ein Baumdiagramm vorstellen: in der ersten Stufe gibt es 4 Mog-
lichkeiten, fiir die zweite Stufe gibt es dann noch 3 Méglichkeiten. In der dritten
Stufe gibt es 2 Moglichkeiten und in der letzten Stufe eine Moglichkeit.
Insgesamt gibt es 4-3-2-1= 24 verschiedene Kombinationen:
Hinweis: Die Berechnung der Anzahl der Kombinationen kann auch durch Abzdh-
len in einem Baumdiagramm erfolgen.
Also ist die Wahrscheinlichkeit, die 4 Buchstaben ohne Beriicksichtigung der Rei-
henfolge zu ziehen, gleich 24 - 18 25 10 18 ~0,0000410~=0,004% .
468 467 466 465
Auch aufgrund der Rechnung folgt, dass diese Wahrscheinlichkeit 24 Mals so grof3
ist wie die Wahrscheinlichkeit beim beachten der Reihenfolge. 213
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4

172



Schriftliche Uberpriifung Mathematik an Gymnasien, Klasse 10 Erwartungshorizonte und Bewertung

49. Pralinenherstellung

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | IO

a) |Ziehen ohne Zuriicklegen:

p (keine Praline mit Alkoholfiillung) = 1514 _21 ~55%.

20 19 38 4

b) | Stellt man sich die Uberpriifung der einzelnen Pralinen als zwanzigstufiges
Baumdiagramm vor, so konnte man argumentieren, dass es 20 Aste gibt, die je-
weils eine fehlerhafte und 19 einwandfreie Pralinen besitzen.

p(genau eine fehlerhafte Praline) = 20-0,03-0,97" ~ 0,336 =33,6%. 4

¢) | Es bietet sich das Rechnen mit dem Gegenereignis an:
p (zwei oder mehr fehlerhafte Pralinen)

= 1 - p(keine fehlerhafte Praline) — p (genau eine fehlerhafte Praline)
p (keine fehlerhafte Praline) = 0,97°° ~ 0,5438 ~ 54,4 % .
p(zwei oder mehr fehlerhafte Pralinen) = 1-0,544-0,336=0,12=12% .

Bemerkung: Ein Ansatz, bei dem die Einzelwahrscheinlichkeiten fiir 2, 3, 4, ... 20
fehlerhafte Pralinen addiert werden, ist selbstverstindlich auch als richtig zu be-
werten.

Die Rechnung wird wegen der Binomialkoeffizienten schwieriger und sehr auf-
wdndig; eine Abschdtzung des Ergebnisses, also ein Abbrechen der Terme ab 4
oder spdtestens 5 fehlerhaften Pralinen, ist sinnvoll. Eine kurze Begriindung sollte
Jjedoch fiir die volle Punktzahl angefiihrt werden (z. B. ,, Der Zahlenwert 0,0002 ist
so klein, dass er zu vernachldssigen ist, und die folgenden Werte werden noch
kleiner®).

pQ2fPr)+ pGfPr)+p4fPr)+pGfPr)+...~
0,0988 +0,0183 40,0024 40,0002 +... >0,1197 ~12%. 6

d) | Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, die Konsequenzen einzuschitzen. Werden
100 Pralinenschachteln verkauft, so treten durchschnittlich 12 Garantiefélle ein.
Demnach werden als Garantieleistung 12-24 = 288 Pralinenschachteln ausgelie-
fert, fiir die sich weitere und mehr Garantiefélle ergeben. Es entsteht eine ,,Lawi-
ne von Garantieféllen, die die Firma ruinieren wiirden. Zudem muss ja auch noch
das Porto bezahlt werden.

Es kann auch mit der Mdglichkeit des Betruges argumentiert werden. Man miisste
nur zwei fehlerhafte Pralinen sammeln (vielleicht sogar auch nur an ihnen manipu-
lieren), um die Garantie zu erschleichen.

Neben der mathematischen Ausfiihrung sollte die Kreativitdt der Begriindungen
bewertet werden. Es wird nicht erwartet, dass die Schiiler alle hier genannten
Aspekte angeben. 2 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I |1

€) | Gesucht ist p, so dass p* =0,90, also p =20,90 ~0,9947 = 99,47 % .

Bemerkung: Alternativ kann der Wert fiir p auch durch Probieren bestimmt wer-
den. Fiir die Gesamtpunktzahl ist dann eine Begriindung erforderlich. 2 2

Insgesamt 22 BWE| 8 | 10 | 4

50. Volksabstimmung

. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | 1T |10

a) | Da sich 70 % der Abstimmungsberechtigten an der Abstimmung beteiligt haben,
sind dies 42 000 000-0,7 =29 400 000 . Also: 29,4 Millionen Franzosen haben

abgestimmt. 2

b) | In den Niederlanden haben von 11,6 Millionen Berechtigten 64 % teilgenommen,
davon haben 38,4 % mit ,,Ja*“ gestimmt.
Das sind also 11600000-0,64-0,384 =2 850816 Biirger. Die Aussage stimmt

also.

Nein-Stimmen: 11600 000-0,64-0,616=4 573184 . Das ist weniger als die Halfte

aller Stimmberechtigten. Man kann also nicht sagen, dass sich die Mehrheit der
Niederldnder gegen die Verfassung entschieden hat. 1|2

¢) | Hier muss jeweils in mehreren Schritten gerechnet werden.
Frankreich:

1. Tatsdchlich haben 29 400 000 Franzosen abgestimmt.

2. Tatsdchlich gab es (29 400 000-0,451=) 13259 400 Ja-Stimmen.

3. Die gewiinschte halbe Million zusétzlicher Ja-Stimmen erhoht diese Zahl auf
13 759 400 und
4. die Zahl der Abstimmenden auf 29 900 000.
5. Nun ist aber D 739400 46% ; auch so wire die Verfassung in Frankreich
29900 000 3

nicht angenommen worden.

Niederlande:
1. Tatséchlich haben 11600 000-0,64 =7 424 000 Niederldnder abgestimmt.

2. Tatséchlich gab es 7 424 000-0,384 =2 850816 Ja-Stimmen.

3. Die gewiinschte halbe Million zusitzlicher Ja-Stimmen erhoht diese Zahl auf
3350 816 und

4. die Zahl der Abstimmenden auf 7 924 000.
3350816
7 924 000
den nicht angenommen worden.

5. Nun ist aber ~ 42 % ; auch so wire die Verfassung in den Niederlan-

In beiden Landern hétte auch jeweils eine halbe Million zusétzlicher Ja-Stimmen
das Abstimmungsergebnis nicht wesentlich gedndert. 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 0|11
d) | 760 von 1200 entspricht einem Anteil von 63,3 %. Die Befragung deckt sich also
gut mit der Abstimmung. 2
e) | Wenn auch in der Befragung ein ,,Ja“-Anteil von etwa 45 % hitte auftreten sollen,
so hdtten nur 185 der Befragten angeben diirfen, dass sie mit ,,Ja“ stimmen wollen.
Also sind 21 ,,Ja*“-Stimmen zu viel. 2
f) |Einsetzen in die Formel liefert fiir die Franzosen einen Sicherheitsbereich von
etwa 4 %.
Andererseits gilt 206 ~50,2%.
410
Das Ergebnis der Abstimmung lag also knapp au3erhalb des Sicherheitsbereichs,
den die Wahlforscher angegeben hatten. 3
Insgesamt 22 BWE| & | 14 | 0

51. Fuhrerscheinpriifung

Zuordnung,
Bewertung

I | II | III

Losungsskizze

a) | In der Tabelle stehen (prozentual angegebene) relative Haufigkeiten von Ereignis-
sen. Relative Haufigkeiten kann man dann bei geniigend hoher Versuchszahl, d.h.
hier Teilnehmerzahl, als Schétzwerte fiir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
verwenden. So kann man sagen, dass ein Fahrschiiler, der sich dhnlich vorbereitet
wie seine Vorginger, ungefiahr mit der Wahrscheinlichkeit 14 % ,,die Vorpriifung
besteht, aber die eigentliche theoretische Priifung nicht®.

Bemerkung: Das Wort ,,aber* hat hier die gleiche logische Bedeutung wie das Wort
,und*®, es handelt sich hier also um die ,, und-Verkniipfung *“ der beiden Ereignisse
,,der Schiiler besteht die Vorpriifung* und ,,der Schiiler besteht die eigentliche
theoretische Priifung nicht“. Hier ist in der Formulierung Sorgfalt geboten, denn im
Gegensatz dazu handelt es sich auf der zweiten Stufe des Baumdiagramms in b) und
im Aufgabenteil c) um bedingte Wahrscheinlichkeiten! 3

b) 76

Die Briiche kdnnen auch (teilweise) gekiirzt, als Dezimalbriiche oder Prozentan-
gaben geschrieben werden:
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Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze
| IT |10

N2 0,9-90% 101 oi=10%.
100 10 100 10

7—6:§z0,844=84,4% E:izo,156=15,6%.
90 45 90 45

i=320,4:40% i=§=0,6=60%.
10 5 10 5 4 2

c) |e Die gefragte bedingte Wahrscheinlichkeit kann man direkt aus dem Baumdia-
gramm als Wert rechts am zweiten Ast von oben ablesen: Die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Fahrschiiler, der die die Vorpriifung besteht, die theoretische
Fiihrerscheinpriifung nicht besteht, ist etwa 15,6 %.

e Die gefragte bedingte Wahrscheinlichkeit kann man direkt aus dem Baumdia-
gramm als Wert rechts am dritten Ast von oben ablesen: die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Fahrschiiler, der die Vorpriifung nicht besteht, die theoretische
Fiithrerscheinpriifung trotzdem besteht, ist etwa 40 %.

Bemerkung: Da im Aufgabenteil vorher das Baumdiagramm verlangt war, ist der
genannte Losungsweg naheliegend, aber man hdtte die Ergebnisse natiirlich auch
leicht direkt aus der gegebenen Vierfeldertafel ausrechnen kénnen. Es handelt
sich ja um bedingte Wahrscheinlichkeiten, fiir die folgende Formel gilt:

P(A|B):%.

Nenner und Zihler stehen direkt in der Vierfeldertafel.

e Mit Hilfe der vorangehenden Bemerkung kann auch die dritte gefragte
bedingte Wahrscheinlichkeit direkt bestimmt werden:
Fiir die Wahrscheinlichkeit p;, dass ein Fahrschiiler, der die theoretische Fiih-
rerscheinpriifung nicht bestanden hat, schon vorher die Vorpriifung nicht be-
standen hat, gilt
6%

_ 5% 300,
P =509 °

Bemerkung: Man hdtte auch zur Bestimmung von ps ein neues Baumdiagramm
anlegen konnen, bei dem der Ausgang der theoretischen Priifung auf der ersten
Stufe und der Ausgang der Vorpriifung auf der zweiten Stufe modelliert wird.
Auch wenn der zeitliche Ablauf andersherum ist, spricht nichts dagegen, das
Baumdiagramm so zu verwenden. Aber das Umgehen mit entsprechenden Baum-
diagrammen ist im Grunde iiberfliissig, wenn die zugehérige Vierfeldertafel — wie
in dieser Aufgabe — bereits bekannt ist. 6

d) | e Nach der Voraussetzung, dass die Theorie-Priifung schon einmal nicht
bestanden ist, miisste eine diesbeziiglich bedingte Wahrscheinlichkeit angesetzt
werden; hieriiber sind keine Erfahrungswerte bekannt. Die vorgefiihrte einfa-
che Quadrierung geht hingegen von Unabhéngigkeit bzw. Unbedingtheit aus.

e Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit ist beeinflussbar durch Lernanstrengungen;
die Prifung ist kein Zufallsexperiment. 3
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Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze
I | 1T |10

Bemerkung:
Eine der beiden Begriindungen ist ausreichend fiir die volle Punktzahl.

Es liegt im Ermessen der korrigierenden Lehrkraft, andere Argumentationen dhn-
lich zu bewerten.

¢) | Die 25 Personen sind ,,gleichberechtigt®, d.h. fiir jede betrdgt die Wahrscheinlich-
keit, dass sie die Vorpriifung nicht besteht, 10 %.

Man kann auch aus dem Nichtbestehen der Vorpriifung einer Person nicht auf das
Bestehen oder Nichtbestehen der anderen Personen schlielen. Es ist also sinnvoll,
stochastische Unabhéngigkeit anzunehmen. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit
P4, dass alle 25 Personen die Vorpriifung bestehen:

P, =09"~72%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass diesmal wenigstens ein Fahrschiiler die Vorpriifung
nicht besteht, betrdgt also 92,8 %. 2 2

Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

52. Auf dem Jahrmarkt

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I I | I
a)
0 1 gesamt
rot 10 2 12
blau 18 6 24
gesamt 28 8 36
b 1
) o P(,rot)=—.
3
2 2 4
e P(,beide Felder blau“)= — - — =—.
3 3 9
2 2 28
e P(,einmal 0, einmal 1) = Z e 1 =2
9 9 9 9 81

¢) | Um zu untersuchen, ob fiir den Gliicksradbesitzer ein Verlust zu erwarten gewe-
sen wire, wird der Erwartungswert fiir die Auszahlung berechnet:

Ereignis r—1 b—1 r—0 b-0
1 3 5 9

P J— — I R
18 18 18 18

Auszahlung 10 € 6€ 1€ 1€
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | I
Der Erwartungswert betragt:
1 1 7
E=—-(1-10€ +3-6€ +5-1€ +9-1€)= —-42€ = — €.
18 18 3
Da der Einsatz pro Spiel nur 2 € betragt, macht der Gliicksradbesitzer pro Spiel
1
einen durchschnittlichen Verlust von g €. Der Verlust war zu erwarten gewesen.
Insgesamt 22 BWE
53. Mit und ohne Brille
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | 11
a 112 2
) e PE)=3 -——Z="
333 27
4
1 1
[ ] P E = J— = J—
o= (3) %
10
1 1023
° P E = - — =
® ( 2 j 1024
b)
Brille keine Brille gesamt
dlter als 50 Jahre 4 000 0 4 000
50 Jahre und jiinger 2 000 6 000 8 000
gesamt 6 000 6 000 12 000
©) Frage 2: 66,6 % Frage 3: 33,3 %
d)
Brille keine Brille gesamt
alter als 50 Jahre 1 800 1200 3000
50 Jahre und jiinger 2 700 3300 6 000
gesamt 4500 4500 12 000
e) | Frage 1: 60 % Frage 3: 20 %
Insgesamt 22 BWE | 6 | 12 | 4
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Erwartungshorizonte und Bewertung

54. Teilzeitarbeit

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I II| I
a)
W m gesamt
vollzeitbeschéftigt 27 % 52 % 79 %
teilzeitbeschéftigt 18 % 3% 21 %
gesamt 45 % 55 % 100 %
b) 52
e pE)=— =095.
55
6 6
o plE)= ——=0,73.
77
o pE)= ,4220,16.
c) Baumdiagramm 1: Baumdiagramm 2:
0,27
0,52
0,18
0,03
d) | Aussage 1 ist falsch, denn 40 % aller berufstitigen Frauen sind teilzeitbeschéftigt.
Aussage 2 ist wahr, denn von den berufstitigen Ménnern sind lediglich 5 % teil-
zeitbeschéftigt.
Insgesamt 22 BWE
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55. Medikament

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
a) 0,51
. E)= — =~ 0,73,
P(E) 0.70
0,18
. E)= — = 0,60.
P(E) 0,30
b) Baumdiagramm 1: Baumdiagramm 2:

c¢) | Bei den 1000 in der ersten Studie nicht beriicksichtigten Mannern war das Medi-
kament bei 730 Ménnern wirksam, bei 270 nicht. Diese Werte miissen in der — auf
absolute Zahlen umgeschriebenen — vorgegebenen Tafel addiert werden:

w u gesamt

Ménner (M) 5100 +730 | 1900+ 270 9000

Frauen (F) 1800 1200 3000
gesamt 7630 3370 11000

Hier die Angaben in %:

w u gesamt

Minner (M) 0,53 0,20 0,73

Frauen (F) 0,16 0,11 0,27

gesamt 0,69 0,31 1,00

d)

Die Werte ¢ und d miissten anndhernd gleich bleiben, da das Medikament in

schwicherer Dosis bei Frauen gleich bleibende Wirkung hat.

Da das Medikament in schwécherer Dosis bei Mannern an Wirkung verliert,
miisste a kleiner und b entsprechend grofler werden.

Insgesamt 22 BWE
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